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Introducere

Modelele teoretice au un rol important in intelegerea fenomenelor fizice dar in gene-
ral implicad un aparat matematic destul de elaborat. Familiarizarea cu notiunile si
rezultatele matematice strict necesare creaza frecvent probleme studentului pasionat
de fizica. In literatura de specialitate exista tratate excelente scrise atat de fizicieni
teoreticieni cat si de matematicieni dar parcurgerea lor necesita timp iar tanarul
fizician doreste sa aiba cat mai curand capacitatea de a citi anumite lucrari si de a
gasi o formulare matematica adecvata pentru modelele teoretice pe care doreste sa

le propuna.

Prezenta lucrare isi propune sa ofere un acces cat mai facil la cateva dintre notiunile
si rezultatele matematice frecvent utilizate In descrierea fenomenelor fizice, in in-
ginerie si In anticiparea evolutiei iIn domeniul economic si financiar. Elementele de
teorie, reduse la strictul necesar, sunt bogat ilustrate cu exemple adecvate. Autorii
considera ca aceastd abordare este potrivita pentru un prim contact cu notiunile
matematice prezentate si ofera o buna baza pentru lectura ulterioara a unor lucrari

continand o abordare mai profunda.

Se urmareste ca in paralel cu prezentarea notiunilor si rezultatelor matematice citi-
torul sa fie familiarizat cu facilitatile oferite de programul MATHEMATICA 1in re-
zolvarea problemelor in care ele intervin. Textul este ilustrat un numar mare de
figuri utile in Intelegerea continutului matematic. Lucrarea se adreseaza studentilor
de la facultatile de fizica, dar poate fi utila si studentilor de la facultatile cu profil

tehnic sau economic.

Bucuresti, 2009 Nicolae Cotfas
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Capitolul 1

Elemente de analiza complexa

1.1 Numere complexe

Ecuatia
24+zx=1

nu admite solutie in mulfimea numerelor naturale
N={0,1,2,3,... }
dar admite solutia x = —1 In mul{imea numerelor intreg:
Z={...,2,-1,0,1,2,... }

care este o extensie a lui N obtinuta prin adaugarea intregilor negativi —1, —2,
Ecuatia
2z =1

nu admite solutie in Z dar admite solutie in multimea numerelor rationale

@_{ Z‘ nez, ke{l23,...} }/N

formata din clase de fractii echivalente

~

% ~ daca nk' =n'k.

Sk

-3, ...
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Solutia ecuatiei considerate este numarul rational care se poate reprezenta folosind

oricare dintre fractiile echivalente

1 2 3
2 4 6

A o e e

QO | W~

Fiecare numar intreg n se identificid cu numarul rational pentru care fractia 7 este
reprezentant. Multimea numerelor rationale devine in acest fel o extensie a multimii
numerelor intregi Z. In afara de reprezentarea sub forma de fractie, pentru fiecare
numar rational se utilizeaza reprezentarea sub forma de fractie zecimala obtinuta

prin efectuarea impartirii numaratorului la numitor. De exemplu,

1 2 2
- = e = - = = — =10,1333... =0,1(3) .
5 0,5000 0,5 3 0,666 0, (6) G 0,1333 0,1(3)

Deoarece in cazul numarului 7 pe parcursul efectudrii impartirii lui n la k singurele
resturi posibile sunt 0, 1, ..., k£ — 1 rezulta ca in cazul reprezentarii unui numar
rational sub forméa de fractie zecimala pot apare doar fractiile zecimale finite, cele
periodice si cele periodice mixte. Se poate constata ci, de exemplu, fractiile 0.5 si

0.4(9) reprezinta acelagi numar rational
49-4 1
0,49) = —==-=0,5.
40) 90 2 ’

Pentru ca reprezentarea numerelor rationale sub forma de fractie zecimala sa fie

unica este suficient sa eliminam fractiile zecimale cu perioada 9. Ecuatia
z? =2

nu admite solutie in Q dar admite solutiile z = ++v/2 in multimea numerelor reale

n€7Z sinu exista k astfel incat }

R =< n,ajasas... . .
{ » C1E283 a; =9 oricare ar fi j >k

care este o extindere a multimii numerelor rationale. Se stie c& in cazul A = b? —
4ac > 0 ecuatia de gradul al doilea (a # 0)

ax’ +br+c=0

admite solutiile reale
—b+ VA

T1,2 =
’ 2a
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si cad in cazul A = b?> — 4ac < 0 ecuatia considerata nu admite radacini reale.

Admitand ca in afard de numerele reale exista un “numar imaginar” i astfel incat
i2=-1

ecuatia consideratd admite in cazul A = b — 4ac < 0 solutiile

—b+iv-A

T1,2 =
2a

apartinand mulfimii numerelor complexe
C=R+Ri={z=z+yi|z,y€R }.

Multimea C reprezinta o extindere a multimii numerelor reale R, fiecare numar real
x putand fi identificat in mod natural cu numarul complex x4 0i. Avem astfel relatia

(a se vedea figura 1.1)

NCzZcCcQcCRCcCC.

Figura 1.1
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Multimea numerelor complexe C considerata impreuna cu operatiile de adunare a

numerelor complexe
(x+yi)+ (@ +9i)=(@+2)+ (y+v)i
si de inmultire cu un numadr real
alr +yi) = ax + ayi

este un spatiu vectorial real de dimensiune 2. Scrierea unui numar complex sub

forma z = = + yi reprezinta dezvoltarea lui in raport cu baza {1, i}. Aplicatia
R — C: (z,y) — x + yi

este un izomorfism care permite identificarea celor doua spatii vectoriale. Relatia

i2 = —1 permite definirea unei operatii suplimentare pe C, fars analog in R?

(x4 yi) (@' +y'1) = (za’ —yy') + (2y' + ya')i.

numita inmultirea numerelor complexe. Multimea C considerata impreuna cu operatiile
de adunare si iInmultire a numerelor complexe este un corp comutativ. In particular,

fiecare numéar complex nenul admite un invers

(@ty) e = LW T Y
Yy _$+yi_x2+y2_$2+y2 x2+y2'

Definitia 1.1 Fie z =z + yi un numdr complex.
Numdarul Re z = x se numegte partea reala a lui z.
Numarul Jm z = y se numeste partea imaginara a lui z.
Numarul z = x — yi se numeste conjugatul lui z.
Numdrul |z| = /22 + y2 se numeste modulul lui z.

Propozitia 1.2 Relatiile

21t 29 =21 & 29 Z122 = 21 22 (Z") = (f)n
2] = |2| 2> =22 (2) =z
Rez = ZJQ“E TJmz = ZQ_iZ z=Rez+Imz1.

au loc oricare ar fi numerele complexe z1, zo §i Z.
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Demonstratie. Relatiile rezulta direct din definitia anterioara. a

Propozitia 1.3 Oricare ar fi numarul complex z = + yi avem

||
< Jetyil < ol + yl
[l
adica
|Re z|
< |z| < |Rez| + |Tmz|.
|Jm z|

Demonstratie. Avem

oyl = e+ y2 2 VR = el oyl = 22> R =y
iar relatia
\/m < x|+ |y|

este echivalenta cu relatia evident adevarata
2? +y? < (lz] +[y|)”. -
Propozitia 1.4 Aplicatia modul

[[:C—R,  |o = |o+uil = o2+

este o norma pe spatiul vectorial real C, iar

d:CxC—R, d(zl,zg) = ‘Zl — 22‘ = \/(.%'1 - x2)2 + (y1 - y2)2
este distanta asociatd.

Demonstratie. Oricare ar fi numarul complex z = x + yi avem

|z = /22 4+ 4?2 >0

13
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Daca o este un numar real atunci

jaz] = [(az) + (ay)i = /(a2)? + (a)? = Ja2(22 + y2) = |a ||
Oricare ar fi numerele z; = x1 4+ y1i si 29 = 2 + yoi avem relatia
|21 4 222 = (21 + 22) (21 + 22) = |12 + |22 + 21 22 + 21 22
= [21]% + |22|? + 2%e (21 22) < |21|% + |22]? + 2|Re (21 22)|
< a1 + |22l + 221 2| = (|21] + [ 22])?

din care rezulta ca
|2:1 + ZQ| < |2’1’ + |2’2‘. n

Observatia 1.1 Daca consideram R? inzestrat cu norma uzuala

1R —R, ||z, )] = /22 + 32
1(z, )l = /2 + 32 = |z + yi|

ceea ce arata ca aplicatia liniara

atunci

R? — C: (z,y) — z+yi

este un izomorfism de spatii vectoriale normate care permite identificarea spatiilor
normate (R?,|| ||) si (C,||). Daca se are in vedere doar structura de spatiu vectorial

normat, spatiile (R2,|| ||) si (C,]| |) diferd doar prin notatiile utilizate. Distanta

d(z1,2) = |1 — 22| = /(21— 22)? + (1 — 92)?

dintre doua numere z; = x1 + y1i si 20 = 22 + yoi In planul complex corespunde
distantei dintre punctele corespunzatoare din planul euclidian (a se vedea figura
1.2)

d((z1, 1), (22,32)) = /(@1 — 22)2 + (11 — 10)?
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Figura 1.2
Observatia 1.2

|z1 — 29| = distanta in planul complex intre z; si zs.

|z| = |z — 0| = distanta in planul complex intre z si origine.

Fie a € C fixat gi r € (0,00). Multimea
By(a)={z| |z—a|<r }

se numeste discul (deschis) de centru a si raza r (a se vedea figura 1.3).

Figura 1.3

15
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Definitia 1.5 Spunem ca o multime M C C este marginita dacd existd a € C gi
r€(0,00) astfel incat M C By(a).

Exercitiul 1.1 Multimea M este marginita daca si numai daca exista r € (0, 00)

astfel incat |z| < r, oricare ar i z € M.

Figura 1.4

Definitia 1.6 O mul{ime D CC este numitd multime deschisa daca oricare ar fi
a€ D ezista r € (0,00) astfel incit By(a) C D. Spunem ca despre o multime F CC

ca este inchisa daca multimea C\F' este deschisa.

Exemplul 1.2
a) Discul B;(0) este multime deschisa.
b) Semiplanul { z | Jm 2>0 } este multime deschisa.
¢) Orice multime finitd F CC este o multime inchisa.

d) Semiplanul { z | Re 2>0 } este multime Inchisa.

Definitia 1.7 O multime K CC este numitd multime compactd dacd este inchisa
$t marginita.
Exercitiul 1.3 Sa se arate ca relatiile

a) |22 =zl [2]

b)  |laa] = |22l < |21 — 2|

o)zt zl+a -2l =2|a + 2]
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au loc oricare ar fi numerele complexe 21 si 2zs.

Rezolvare. a) Avem
(z122 — y1y2)? + (21y2 + w2y1)? = (aF + y7) (23 + 13).
b) Din
’Zl| = |Zl — 29 +2’2’ < |Zl — 2’2| + |2’2‘, |Zg’ = |2’2 — 21+ 21| < ‘22 — Zl| + ‘Zl|
rezulta relatia
—|z1 — 22| < |z1] — |z2| < |21 — 22]
echivalenta cu
[|21] = |22] | < [21 — 22l

c¢) Prin calcul direct obtinem
|21 4 202 + |21 — 20| = (21 + 22)(Z1 + Z2) + (21 — 22)(Z1 — Z2) = 2|21| + 2202
Definitia 1.8 Spunem ca sirul (zp)n>0 este convergent la a si scriem

lim z, = a
n—oo

daca

lim |z, —a|=0.
n—oo

Observatia 1.3 Din relatia
|20 — o

} < |(@n + yni) — (@ + Bi)| < |zn — af + |yn — 0]
lyn — B

rezulta ca
lim,, 00 Tn, = @
lim (z, +ypl) =a+pi —
e limy, 00 yn = B.

adica girul de numere complexe (zy,)n>0 este convergent daca si numai daca sirurile

de numere reale (Re 2y, )pn>0 §i (Jm 2y, )p>0 sunt convergente si

lim z, = lim Rez, +1i lim Jm z,.
n—oo n—oo n—oo
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Definitia 1.9 Un sir (z,),>0 este marginit dacd exista r € (0,00) astfel incat
lzn| <, oricare ar fi n > 0.

Observatia 1.4 Din relatia
< @y + ynil < 20| + |ynl
|Yn

rezultd ca sirul de numere complexe (zy,)n>0 este marginit daca si numai daca sirurile

de numere reale (Re 2y, )pn>0 s (Jm 2y, )p>0 sunt marginite.

Observatia 1.5 Oricare ar fi ¢ si ¥ avem
(cos @ +1isinp)(costp +isine) = (cos p cosp — sin psin )
+i(cos @ siny + sin p cos ) = cos(p+1) + isin(p+1).

Utilizand notatia lui Euler

el! = cost +isint

relatia anterioara devine
¥ el = ol t¥),

Observatia 1.6 Pentru orice numar nenul z=xz+yi exista arg z € (—, 7] incat

z = |z|(cos(arg z) + isin(arg z)) = |z| €' 8.

Figura 1.5



Elemente de analiza complexa 19

Numarul arg z, numit argumentul principal al lui z=z+yi, este

arctg 2 daca x>0
m+4arctg? daca x<0,y>0
argz = ¢ —m+arctg? daca x<0,y<0

daca z=0,y>0

NE

daca =0,y <0.

R

Se stie ca In cazul numerelor reale este utila introducerea simbolurilor co i —oo
cu proprietati binecunoscute din matematica de liceu si considerarea dreptei reale
incheiate

R =RU{—00, oo}

In cazul planului complex se obtin avantaje similare prin adaugarea, de aceasta data,
a unui singur punct “de la infinit” notat cu oo si prin considerarea planului complex

extins
Coo = C U {o0}.

Definitia 1.10 Spunem ca sirul de numere compleze (zn)n>0 are limita infinita
lim z, = >
n—od

daca

lim |z,| = occ.
n—oo

Observatia 1.7 Programul MATHEMATICA permite utilizarea comoda a functiilor

Re Jm || arg.
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1.2 Functii complexe de variabila complexa

Prin functie complexa se intelege orice functie cu valori complexe. In cazul functiilor

reale de variabila reala, notiunea de functie derivabila este binecunoscuta din liceu.

Definitia 1.11 Spunem ca functia reald de variabild reald
f:(a,b) —R
este derivabila in punctul to € (a,b) daca exista i este finita limita

Fite) — tim TS 00)

t—to t —to
numita derivata functiei f in punctul tg.

Observatia 1.8 Definitia anterioara nu poate fi extinsa direct la functiile de doua
variabile
f:DCR? —R

deoarece relatia

/ - f(z,y) — f(2o, w0)
= 1
f (gjo’ yO) (x’y)‘l’I(I;O,yO) (.’E, y) - (x0> yO)

este fara sens, Impartirea cu vectorul (z—xg, y—y0) = (=, y)— (0, yo) nefiind definita.
Posibilitatea Impartirii cu un numar complex nenul permite insa definirea deriv-

abilitatii unei functii de variabila complexa urmand direct analogia cu cazul real.

Definitia 1.12 Fie D C C o multime deschisa. Spunem cd functia complexd
f:D—C
este C-derivabila (sau olomorfa) in punctul zo € D daca existd si este finita limita

fon) — tim 1) =G0

z2—z0 Z— 2

numitd derivata functiei f in punctul zg. In loc de f'(z) scriem uneori %(zo).
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Exemplul 1.4 a) Functia
fic—c,  fla)=2°

este C-derivabila in orice punct zg € C

23— 23

/ _ _o 2 2y _ .2
f(zo)—ZILIEO P— _zlggo (% + 202 + 25) = 32;

si f/(2) = 322, adicd avem
(23) = 322

b) Functia
fie—c, f2) =z

nu este C-derivabila in zy = 1 deoarece limita

z—1
im
z2—1 z—1
nu exista. Alegand sirul z, = nLH cu lim,_,~ 2z, = 1 obtinem
Zn — 1
T |
n—oo z, — 1
dar alegand girul 2z, =1 + n%rli cu lim,_, 2z, = 1 obtinem
Zn — 1
lim 2P — 1,

Observatia 1.9 Bazandu-ne pe identificarea lui C cu R?
C—R*: z+yir (z,y)
putem descrie orice functie complexa de o variabila complexa
f:D—C
cu ajutorul a doua functii reale de cate doua variabile reale

flz+yi) =u(z,y) +v(r,y)i
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unde
u="%Re f: D — R este partea reala a lui f
v=7Jm f: D — R este partea imaginara a lui f.

Exemplul 1.5 a) In cazul functiei
f:iC—C,  f(z)=2
avem
flz+yl) =z —yi
adica
U(l’,y) =, ,U(:E7y) =Y.

b) In cazul functiei

avem
fl@+yi) = (z+yi)? = (2 — y?) + 22y
§i prin urmare

2

U(IE,y) =T — y27 U(CE,y) = 2‘7:?/

Observatia 1.10 Conform definitiei, functia
f:D—C,  fz+yi)=u(z,y)+v(y)i

este C-derivabila in zy = xg + yoi daca si numai daca exista si este finita limita

i 1)~ 1)

2—20 Z— 2
Pentru ca
lim f(2) — f(20) — i
z—20 zZ— 2y

este necesar ca

J(z0+1t) — f(20) f(z0 + 1) — f(20)

i ¢ =a+fi, i # = ot/
adica sa aiba loc relatiile
t — t —
i @0 +t,50) — u(@o, o) 4 lim v(zo +t,40) —v(x0,%0), _ ot i

t—0 t t—0 t
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u(wo, yo +t) — u(xo, Yo) v(zo,yo + 1) — v(zo, Yo)

i t + Jim t i=a+pi
echivalente cu
ou ov Ov ou
%(Io,yo) =a= @(wo,yo), %(wo,yo) =0= —@(xo,yo)-

In particular, daca f este C-derivabila in zg =x¢+yoi atunci

.0 0 .
F'(o + yoi) = 5 (x0,90) + 5 (20, 30)

Teorema 1.13 (Cauchy-Riemann) Functia
f:D—¢C,  flz+yi)=u(z,y) +v(zy)i

definita pe mulfimea deschisa D C C este C-derivabila tn punctul zg=zo+yoi € D
daca st numai daca functiile reale

u:D — R, v:D— R

sunt R-diferentiabile in (xo,yo) si verifica relatiile Cauchy-Riemann

ou ov ou ov
%(ivowo) = gy(xo,yo)y 87/(900,2/0) = —%(frmyo)-

In aceste condifii
ou ov
! . o .
F(@o +yoi) = 5 (20, 0) + 5 (20, 50) 1
Demonstratie. A se vedea [4].

Definitia 1.14 Fie D C C o multime deschisa. Spunem ca functia
f:D—C
este C-derivabila (sau olomorfa) daca este C-derivabila in orice punct din D.

Exercitiul 1.6 Sa se arate ca functia

fic—c,  fla)=2"



26 Complemente de Matematica

este olomorfa si sa se determine f/(z).
Rezolvare. Utilizam teorema Cauchy-Riemann. Avem
fla+yi) = (z+yi)? = (2 — y?) + 2ayi

§i prin urmare

P—y? w(z,y) = 2ay.

u(z,y) =z
Functiile u si v sunt R-diferentiabile In orice punct si

ou ov ou ov

Derivata lui f este

f(z+yi) = %(x,y) + %(w,y)i = 2z + 2yi
adica, f'(z) = 2z.
Exercitiul 1.7 Sa se arate ca functia
f:C—C, flz)=z
nu este C-derivabila in niciun punct.
Rezolvare. Utilizam teorema Cauchy-Riemann. Avem
flx+yi))=o—yi

adica
U(ﬂj‘7y) =, v(m,y) =Y
In acest caz relatiile Cauchy-Riemann nu sunt verificate in niciun punct deoarece

ou ov
— =1 — = —1.
8.%' (x7y) ) ay (x7y)
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Definitia 1.15 Functia
f:(c—>(c7 f(z):ez

unde

"t = % ¥ = ¢® (cosy +1 siny) = e¥ cosy +ie® siny
este numita functia exponentiala (complezad).
Observatia 1.11 Functia exponentiala este o functie periodica cu perioada 2mi

ez+27r1 — o*

si

e21+22 — eZ1 eZQ

oricare ar fi z1, 29 € C.

Exercitiul 1.8 Sa se arate ca functia exponentiala
f:C—)Cv f(z):ez

este olomorfa si

(e*) = e”.
Rezolvare. Utilizam teorema Cauchy-Riemann. Din relatia
f(z+yi) =€" cosy +ie” siny
rezulta ca u(z,y) = e® cosy s v(z,y) = e¥ siny. Functiile reale v si v sunt
R-diferentiabile in orice punct si

ou ov ou ov

%(.f,y):e Cosy:%(xay)v aiy(xvy):_e smy:—%(x,y).

Derivata lui f este

0 0
f(z)=f(z+yi) = a—Z(x,y) + a—i(a;y)i =¢e% cosy +ie” siny = €°.
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Observatia 1.12 a) Daca functiile f,g: D — C sunt olomorfe atunci

(af £89) =af +8d (f9)' =fa+fg
oricare ar fi o, € C. Daca in plus g(z) # 0, oricare ar fi z € D, atunci
(f)’ _f'9- 19
g 9
b) Daca functiile D L, ¢ £ C sunt olomorfe atunci

26U = TN TG,

Exercitiul 1.9 Functiile complexe

iz —iz
cos: C — C, cosz:e‘;e
. . iz__—iz
sin: C — C, sinz = &7
z —z
ch:C —C, chz = %
Z_ a2
sh:C — C, shz = =7
sunt olomorfe si
(cosz) = —sinz (sinz)’ = cos 2
(chz) =shz (shz)' = chz.

Rezolvare. Calcul direct.

Observatia 1.13 Functia exponentiala reala
R — (0,00) : x> €”
este bijectiva. Inversa ei este functia logaritm natural

(0,00) — R: z — Inuz.

Avem
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oricare ar fi z € (0,00). In cazul complex, putem obtine o relatie oarecum similara

— eln |z| ei arg z In |z|+i(arg z+2kn)

Z:|Z|eiargz — e

adevarata oricare ar i £ € Z.
Definitia 1.16 Fie multimea
Dy=C\{ z| Im2z=0, Re 2<0 }.

Functiile

log;. : Dy — C, log,z = In |z| +i(arg z + 2km)
depinzand de parametrul k € Z sunt numite ramuri uniforme ale functiei logaritmice.
Exercitiul 1.10 S& se determine functia olomorfa
f:C—C
care indeplinegte conditiile
m f(z,y) = 2zy +y, f) =1
Rezolvare. Cautand functia f de forma
flz+yi) = ul(z,y) + 2zy + y)i

din teorema Cauchy-Riemann deducem relatiile

ou ou
= — 2 +1 - =9
9 (z,y) =2z +1, 9y (z,y) y

din care rezulta ci u(z,y) = 22 — y? + = + ¢, unde c este o constantd. Impunand

conditia suplimentara f(i) =i obtinem
fla+yi) =a® —y® + o+ 1+ Qey +y)i = (¢ +yi)* + (v +yi) + 1

adicd f(z) = 22 + 2 + 1.
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1.3 Integrala complexa

Propozitia 1.17 Fie D C C. Aplicatia

vila, bl — D, (1) = o(t) +¥(b)i
este continua dacd si numai daca aplicatiile reale
©=Rev:[a,b] — R, Y =TJm~y:[a,b —R
sunt continue.

Demonstratie. Afirmatia rezulta din relatia

|p(t) = w(to)
< [y(8) = (to)] < l(t) = p(to)| + [ (t) — ¥ (to)]. =
[ (t) — ¥ (to)]

Definitia 1.18 Spunem ca aplicatia
v:(a,b) — D
este derivabila in punctul to € (a,b) daca exista si este finita limita

oy o (@) —(to)
v{to) = fim =

Spunem ca 7y este aplicatie derivabila dacd este derivabila in orice punct to € (a,b).
Observatia 1.14 In cazul unei aplicatii

v :[a,b] — D
prin v/(a) si v/(b) vom intelege derivatele laterale

V() —(a) oy e V() = (b)
t\a t—a ’ V(b)_%l}lll) t—>b '
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Propozitia 1.19 Aplicatia
vila, bl — D, A1) = @(t) +P(b)i.
este derivabild daca si numai daca aplicatiile reale
©=Rev:[a,b — R, Y =TJm~y:[a,b —R

sunt derivabile si
V() = (t) + (1)1

Demonstratie. Avem

2/ (k) = Tim V() = yto) _ o) —elto) | () — Ylto)
t—to t—to t—to t—to t—to t—tg

i.m
Definitia 1.20 Fie D C C. Prin drum neted in D se intelege o aplicatie derivabila
v :|a,b] — D

cu derivata 7' : [a,b] — C continud.

Exemplul 1.11

a) Oricare ar fi z € C aplicatia constanta
v :[0,1] — C, v(t) =z

este un drum neted in C (numit drum punctual).

b) Oricare ar fi numerele complexe z1 si 2z aplicatia
v:[0,1] — C, v(t)=(1—1t) 2z +tzo

este un drum neted in C (drumul liniar ce leaga 2z cu z3).

¢) Oricare ar fi zo = xg + yoi € C si r € (0, 00) aplicatia
v :10,27] — C, Y(t) = 20 + relt = xg + rcost + (yo + rsint)i

este un drum neted in C (numit drum circular de raza r si centru zp).
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Figura 1.6

Definitia 1.21 Fie f : D — C o functie continua si fie 7y : [a,b] — D un drum
neted in D. Prin integrala complexa a functiei f de-a lungul drumului v (a se vedea

figura 1.6) se intelege numarul

[ 1= [ 16w @
Exercitiul 1.12 Fie functia
f:C"—C, f(z) =-
unde C* = C\{0} si drumul neted
v :[0,27] — C*, v(t) = e'.

Sa se calculeze

Af(z)dz.

Rezolvare. Deoarece f(y(t)) = = = eI gi v/(t) = iel’ obtinem

2 2 .
/ F)dz= [ Fov) A (1) dt = / et et — 2.
0% 0 0
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Observatia 1.15 In cazul unui drum punctual v(¢) =z avem +/(¢) =0 si prin urmare
/ f(z)dz=0
.
oricare ar fi functia f.
Observatia 1.16 Daci f(x +yi) = u(z,y) +v(z,y)i si y(t) = ¢(t) +1¥(¢)1 atunci

Sy F(z)dz = [Ju(e(t), &) @' (t) = v(p(t), (8) ¢/ ()] dt
+i [ Tu(() (1) ¢/ (1) + (o (t), (1)) & (1)) dt.

Exercitiul 1.13 Calculati
/ zZdz
.

unde v este drumul liniar ce leaga z; = 1 cu 29 = i.

Rezolvare. Deoarece
v:[0,1] — C, yEt)=(1—=t)1+ ¢

avem relatiile f(y(t)) =~(t) =1 —t —ti si v/(t) = —1 +i din care rezulta

1 1 1
/Zdz:/ (1—t—ti)(—1+i)dt:/ (—1+2t)dt+i/ dt =1.
5 0 0 0
Definitia 1.22 Fie D C C o submultime. Spunem cd drumurile netede
v :la,b] — D si v : a1, b1] — D
sunt echivalente daca exista o aplicatie bijectiva derivabila strict crescatoare
Xt a1, b1] — [a, 0]

astfel incat

71(s) = v(x(s)), oricare ar fi s € [a1,b1].
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Observatia 1.17 Relatia definita este o relatie de echivalentd care permite
impartirea multimii drumurilor netede in clase de echivalenta. Fiecare clasa de
echivalenta corespunde unei curbe netede, elementele clasei fiind numite parametrizari

ale curbel considerate.

Propozitia 1.23 Daca
f:D—C

este o functie continud st daca drumurile netede
7:[a7b]—>D7 71:[a17b1]—>D

sunt echivalente atunci

Lf(z)dz:/ﬂf(z)dz

adica valoarea integralei depinde de curba aleasa si nu de parametrizarea utilizata.

Demonstratie. Folosind metoda schimbarii de variabila obtinem

o, F(2)dz = [ f(1(5)) 7i(s) ds
= [ FOY(X()) Y (x(9)) X' (5) ds = [ F(y(£)) ¥ () dt = [ f(2) dz. =

Observatia 1.18 Orice drum

v :[a,b] — D
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este echivalent cu un drum definit pe [0, 1] §i anume
Y :[0,1] — D, () =~((1 —t)a+1tb).
Definitia 1.24 Fie 7 : [a,b] — D un drum neted. Drumul
¥ila, b)) — D, A(t)=~(a+b-1)
se numeste inversul drumului ~y.

Propozitia 1.25 Daca
f:D—C

este o functie continud st

v : [a,b] — D

un drum neted in D atunci

/&f(z)dz:—/vf(z)dz.

Demonstratie. Utilizand schimbarea de variabila s = a + b — ¢ obtinem

s f(z)dz = [2 F(3@)) 7 () dt = — [ f(v(a+b—1))y (a+b—1t)dt
= fy F(v(8))7/ (s)ds = = [, f(2) dz. =

Definitia 1.26 Fie D C C. Prin drum neted pe portiuni 7n D se intelege o aplicatie

continud
v :[a,b] — D
cu proprietatea ca existd o diviziune a =tg < t; < ... <t, = b astfel incat
1) restrictiile |(,_, +,) sunt derivabile oricare ar fii € {1,2,...,n}

2) exista si sunt finite limitele

. / . / . / . /
lim ' (2), tll\% 7 (1), th/Ig v(),  lmy()

oricare ar fi j € {1,2,...,n —1}.
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Observatia 1.19 Drumul neted pe portiuni considerat este format din drumurile

netede
i fto, )] — D, v =1l

Y2 i [t1,ta] — D, Y2 = ’Y\[tl,tz}

Y ¢ [tn—1,tn] — D, Yn = ’Y|[tn717tn]

si pentru orice functie continua
f:D—C

definim integrala complexa a functiei f de-a lungul drumului v ca fiind

[ea=3 [ sea==3 [7 raw)ma
7 j j=17ti-1

=177

Toate drumurile pe care le vom considera in continuare vor fi drumuri netede pe

portiuni si le numim simplu drumuri.

Figura 1.7
Exemplul 1.14 Aplicatia (a se vedea figura 1.7)

emit daca t € 0,1]

2t —3 daca te (1,2]

este un drum neted pe portiuni in C si pentru orice functie continua

f:C—C
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avem

/ F(2)dz = /0 ' p () miedt + /1 * (2t — ) 2at.
.
Definitia 1.27 Spunem ca functia
f:D—C
definita pe o multime deschisd D admite primitiva in D dacad exista
g:D—C
functie olomorfa cu proprietatea
Jd(z) = f(2), oricare ar fi z € D.

Exemplul 1.15
a) Daca k € {0,1,2,...} atunci functia

f:C—C, fe)=2F=z-2---2

admite in C primitiva

g:C—>C7 g(Z):

deoarece

SR\
= zF, oricare ar i z € C.
k+1

b) Daca k € {2,3,4,...} atunci functia
f . ) f(Z) =z - ZT

admite in C* = C\{0} primitiva

21k 1
9:€ —6C g(z)zl—k:_(k—l)zk*1

deoarece

P AN
e 27k oricare ar fi z € C*.

37
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¢) Functia exponentiala
f:C—C, f(z) =¢*
admite in C primitiva
g:C—C, g(z)=e
deoarece
(e*) =e*, oricare ar fi z € C.
d) Functia
cos: C — C, f(z) =cosz
admite in C primitiva
g:C—C, g(z) =sinz
deoarece
(sinz) = cos z, oricare ar fi z € C.
e) Functia
sin: C — C, f(z) =sinz
admite in C primitiva
g:C— C, g(z) = —cosz
deoarece

(—cos z)’ = sin z, oricare ar i z € C.

Propozitia 1.28 Daca functia continud

f:D—C
admite in D o primitiva
g:D—C
st daca
v :[a,b] — D

este un drum continut in D atunci

| 1) = 90 = 92 0) ~ g5 a).
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Demonstratie. Utilizand formula de schimbare de variabila obtinem
Jy F()dz = [7 F@) Y () dt = [} ' (v(8) ¥/ (t) dt

= [P Lg(v(0) dt = g(y()) = = ()22

Observatia 1.20 Din propozitia anterioara rezulta ca in cazul in care functia
f:D—C
admite primitiva in D, integrala pe un drum
v :|a,b] — D

continut in D depinde doar de capetele v(a) si v(b) ale drumului. Daca

v :la,b] — D, v :la,b] — D

sunt doua drumuri in D astfel incat y(a) = v1(a) si v(b) = 71 (b) atunci
/f(z)dz = [ f(z)d=.
v m

Exercitiul 1.16 Sa se calculeze integralele

1
/z3dz, /—de, /ezdz, /(223+5262)dz
gl vz gl g ?

~ fiind un drum in C* cu originea z; = 1 §i extremitatea zo =i ( a se vedea figura
1.8).

Figura 1.8
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Rezolvare. Fie 7y : [a,b] — C* un drum cu originea z; = 1 §i extremitatea zo = i,
adica astfel incat y(a) =1 i y(b) =1i. Avem

/ 3d A z=~(b) A z=i “ 14 .
z Z = — = — = ———=0,
N 4 2=(a) 4 1 4 4

1 1[7=7®) 1= 1
/—2dz:—f =2 =—Z41=1+i
vz % lz=r(a) Zlz=1 !

/ezdz: eﬂi%% = |2 =¢ —e=rcosl+isinl —e,
v
f,y(2z3+z%—ez)dz:2f7z3dz+5fvz%dz—fvezdz
=5+e—cosl+ (5—sinl)i

Definitia 1.29 Spunem ca v este un drum inchis daca

adica originea y(a) i extremitatea v(b) coincid.

Propozitia 1.30 Daca functia continud

f:D—C
admite in D o primitiva
g:D—C
st daca
v :la,b] — D

este un drum inchis continut in D atunci

f(z)dz=0.

5

Demonstratie. Deoarece v(a) = v(b) avem

/7 F(2)dz = g(2)[1) = g(v(b) — g(+(a)) = 0.
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Exercitiul 1.17 Fie drumul circular
v : [0, 27] — C, v(t) = e = cost +isint.

a) Sa se arate ca daca k € Z\{—-1} ={...,-3,-2,0,1,2,3,...} atunci

/zkdzzo
v

1 1 .
/z dz:/fdz:27r1.
7y v R

dar

b) Sa se arate ca

/<az22+azl+ag+alz+a222)dz:27ria1
.

oricare ar fi numerele a_o, a_1, ag, a1, az € C.

Rezolvare. a) Drumul «y este continut in multimea deschisa C* = C\{0} si functia
f:C*—C, f(z) = 2"

admite in C* primitiva

*

g:(c —>(C> g(Z):

oricare ar fi k € Z\{—1}.
b) Utilizand direct definitia integralei complexe obtinem

1 2t 1 2 1] . 2
/fdz:/ —’y’(t)dt:/ —ie'dt =i dt = 2mi.
vz o () 0o e 0
Observatia 1.21 Din exercitiul anterior rezulta ca functia olomorfa
. 1
f ¢ — (C7 f(Z) -2
z

nu admite primitiva in C*.
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Exercitiul 1.18 Fie drumul circular
v : [0, 27] — C, v(t) = 2 + re'

a) Sa se arate ca daca k € Z\{—1} atunci

/v(z—zo)kdz:o

dar

1
/(z — 20) "t dz :/ dz = 27i.
gl Y& T 0

b) Sa se arate ca

/7 ((z Ci_zzo)Q + ZCL__LO +ao+ai(z—20) +az(z— 20)2> dz = 2mia_q

oricare ar fi numerele a_o, a_1, ag, a1, az € C.

Rezolvare. a) Drumul « este continut in multimea deschisa C\{zp} si functia

fie\{z} —C,  f(z)=(z—2)"
admite in C* primitiva

(Z _ Zo)k+1

g:C\{z0} —C,  g(2) = P

oricare ar fi k € Z\{—1}.

b) Utilizand direct definitia integralei complexe obtinem

1 27 1 P | . 2m
/ dz:/ 77’(t)dt:/ —iretdt =1 dt = 27i.
v 2= 20 o () — 20 o reft 0

Observatia 1.22 Din exercitiul anterior rezulta ca functia olomorfa

1
Z— 20

fie\{zo} —C  f&)=(2—20)""=

nu admite primitiva in C\{zo}.
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Definitia 1.31 Spunem ca multimea D C C este conexa (prin drumuri) daca ori-
care ar fi punctele z1, z5 din D existd un drum continut in D cu originea z1 §i

extremitatea zo. O multime deschisd si conexd este numitd domeniu.

Figura 1.9
Exemplul 1.19 Multimea B;(0)U By (—1+iv/2) este domeniu dar By (0)U By (2+1)

nu este domeniu (a se vedea figura 1.9).

Observatia 1.23 Stim ca orice drum 7~ : [a,b] — D este echivalent cu drumul
[0,1] — D : t+— ~v((1 —t)a + tb).
Fara a reduce generalitatea, putem utiliza doar drumuri definite pe intervalul [0, 1].

Definitia 1.32 Spunem ca drumurile cu aceleasi extremitati g $i y1 sunt omotope
in domeniul D daca sunt continute in D si se pot deforma continuu unul in celdlalt

fara a iesi din D, adica daca exista o aplicatie continud
h:[0,1] x [0,1] — D : (s,t) — h(s,t)

astfel incat urmatoarele conditii sa fie indeplinite
a) h(0,t) =9(t), oricare ar fit € [0,1],
b)  h(l,t) =(t), oricare ar fit € [0,1],
h(s,0) =0(0) = ~1(0), oricare ar fi s € [0,1],
(s,1) =v(1) =7(1), oricare ar fi s € [0,1].



44 Complemente de Matematica

Figura 1.10
Exemplul 1.20 Drumurile 79, 71 : [0,1] — C,
VO(t) — e271'it7 " (t) = _ 4 7627Tit
sunt omotope in D = C\B%(%). In acest caz putem alege (a se vedea figura 1.11).

h(s,t) = (1 = s)y0(t) + s71(t).

Figura 1.11

Observatia 1.24 In continuare, pentru a decide daca doua drumuri sunt omotope

in raport cu anumit domeniu ne vom rezuma la a analiza vizual figura (!).
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Exemplul 1.21 Drumul circular
v : [0,1] — C, Yo(t) = 3e*™ = 3 cos 27t + 3isin 27t
este omotop in C* cu drumul eliptic
v :[0,1] — C, 71 (t) = 3 cos 27t + isin 27t

dar cele doua drumuri nu sunt omotope in D = C\{2i} (a se vedea figura 1.12).

Figura 1.12

Exemplul 1.22 Drumurile 79, 71 : [0,1] — C,

Yo(t) =1-2t, n(t) =™

sunt omotope in C, dar nu sunt omotope in C\{3i} (a se vedea figura 1.13).

Figura 1.13

45



46 Complemente de Matematica

Definitia 1.33 Spunem ca drumul inchis
v :la,b] — C
este omotop cu zero in D daca el este omotop in D cu drumul punctual

[a,b] — D : t+— v(a).

Figura 1.14

Exemplul 1.23 Drumul circular
v [Oa 1] — G, ’V(t) = e27rit

este omotop cu zero in D = C\{2i}, dar nu este omotop cu zero in C*.

Figura 1.15
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Teorema 1.34 (Cauchy) Daca D C C este o multime deschisa,
f:D—C

este o functie olomorfd si

V:[avb]—>D

este un drum inchis omotop cu zero itn D atunci
/ f(z)dz=0.

.
O demonstratie poate fi gasita in [4].
Propozitia 1.35 Daca D C C este o multime deschisa,

f:D—C
este o functie olomorfa si

Y : la,b] — D, 7 : la,b] — D

sunt doud drumuri omotope in D atunci

f(2) dz:/ f(z)dz. (1.1)

Yo 71

Figura 1.16
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Demonstratie. Drumul obtinut compunand vy cu inversul 47 al drumului v; este un

drum inchis omotop cu zero in D. Utilizand teorema Cauchy obtinem relatia

A f(z)dz+ | f(z)dz=0.

oft
echivalenta cu (1.1). =

Observatia 1.25 Fie £ un numar intreg pozitiv. Drumul

Y101 €, () = 2o + T

se roteste de k ori in jurul lui zg in sens direct si

1 1
2mi Jy 2z — 20

Drumul
~v:[0,1] — C, v(t) = zg + e 2kmit

se roteste de k ori in jurul lui zp in sens invers gi

1 1
—/ dz = —k.
27 Jy z — 20

Figura 1.17

Drumul ~y din figura 1.17 este omotop in C\{zp} cu drumul

T [07 1] I (Cv '71(75) =20+ T'e47rit
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$i prin urmare

1 1 1 1
21 Jy 2 — 20 2mi Jyy 2 — 20

In general, daca ~ este un drum inchis care nu trece prin zp numarul

1 1
nz0) = 5 [ md
v

C2mi ), 2 — 2

numit indexul lui v fata de zgp, ne arata de cate ori se roteste v in jurul lui zg. O

demonstratie poate fi gasita in [4].
Teorema 1.36 (Formulele lui Cauchy) Orice functie olomorfa
f:D—C
definita pe o multime deschisd D este nelimitat derivabild si oricare ar fi drumul
v:[0,1] — D

omotop cu zero in D are loc formula

) 19 = o [ A ac

2mi Jy
pentru orice k € N gi orice z € D\{ v(t) | t€[0,1] }.

O demonstratie poate fi gasita in [4].

Figura 1.18

Observatia 1.26 Programul MATHEMATICA permite reprezentarea grafica a dru-

murilor gi calculul direct al integralelor complexe pe drumuri poligonale.
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1.4 Serii Laurent

Definitia 1.37 Fie D C C o submultime i
fn:D—C, n €N

functii definite pe D. Spunem ca seria de functii complexe
o0
> Jn
n=0
este convergenta (uniform convergenta) dacd sirul sumelor partiale (si)r>0, unde
k
Sk = Z In
n=0
este convergent (respectiv, uniform convergent). Limita acestui gir
00 k
= lim s; = lim = lim
7;)fn Jim sy, k_)oorg)fn dim (fo+ fit--- fi)

se numeste suma seriei. Spunem cd seria consideratd este absolut convergenta dacd

seria de functii reale
o0

> 1l

n=0

este convergentd.

Propozitia 1.38 Daca z este astfel incat |z| < 1 atunci seria geometrica
o0
>
n=0
o . . 1 .o
este convergenta gi suma et este -, adica

1
1—2

o0
|z] <1 = Z 2" =
n=0
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Demonstratie. Daca |z| < 1 atunci

1_z/€+1 1
m Y 2" = lim (1+2z+2°+- - +2" = lim = .

k—o0 “— k—o0 k—oo 1—2 1-=2

Teorema 1.39 (Weierstrass) Fie D C C o submultime si
fn:D—C, n €N

functii definite pe D. Daca exista o serie convergentda de numere reale
[ee]
> an
n=0

astfel incat

[fn(2)] < an, oricare ar fi z€ D, n €N

atunci seria de functii complezxe
o
> fn
n=0
este absolut si uniform convergentd.

Definitia 1.40 Prin serie de puteri in jurul lui zg se intelege o serie de forma

[e.e]
n
Z an (z — 20)
n=0
cu coeficientii ag, a1, az ,...numere complere. Fa mai poate fi scrisa si sub forma
2
ap+ay(z—20) +ag(z—20)"+---
Observatia 1.27 Orice serie de puteri este o serie de functii
oo
> I
n=0
in care functiile f,, au forma particulara

fn: D —C, fn(z):an (Z_ZO)n'
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Definitia 1.41 Fie D C C o mulfime deschisa si
f:D—C, fn:D —C, neN

functii definite pe D. Spunem ca girul de functii (fn)n>0 converge uniform pe com-
pacte la f daca oricare ar fi multimea compacta K C D, sirul restrictiilor (fn|x)

converge uniform la f|k.
Teorema 1.42 (Weierstrass) Fie D C C o multime deschisa si
f:D—C, fn:D—C, neN

functii definite pe D. Daca functiile f,, sunt olomorfe si daca sirul (fn)n>0 converge

uniform pe compacte la f atunci f este functie olomorfa si

lim fék) = f(k), oricare ar fi k € N.

n—oo
O demonstratie poate fi gasita in [4].

Teorema 1.43 (Weierstrass) Daca seria de functii olomorfe
o
> Jn
n=0
converge uniform pe compacte in multimea deschisa D atunci suma ei
oo
S:D —C, S(z):an(z)
n=0
este o functie olomorfd si
oo
Sk — Z fﬁbk), oricare ar fi k € N.
n=0

Demonstratie. Afirmatia rezulta direct din teorema precedenta.

Teorema 1.44 (Abel) Daca seria de puteri

[e.e]
Z an (z — zo)"
n=0
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este convergentd pentru z = z1 # zg atunci ea este convergentd in discul
{ 2]z — 20| <21 — 20| }
de centru zg i raza |z1 — 2|
Demonstratie. Seria Y o> g an (21 — 20)™ fiind convergenta avem
nh_}ngo an(z1 — 20)" =0

i prin urmare exista ng € N astfel incat

lan (21 — 20)"| < 1, oricare ar fi n > ng
adica

1

I oricare ar fi n > ny.
|21 — 20|

lan| <

Din relatia

n
lan (z — 20)"| < <||ZZZZO||> , oricare ar fi n > ng
1= 20
sl convergenta seriei geometrice
o0 n
Z ( |z — 20| )
n=0 ’Zl - ZO‘

95

pentru |z — zo| < |21 — 2o| rezulta conform criteriului comparatiei convergenta seriei

Sooe o lan (2 —20)"|. Spatiul normat (C, | |) fiind complet, orice serie absolut conver-

genta este convergenta. w

Observatia 1.28 Fie seria de puteri

oo
Z an (z — zo0)".
n=0

Pentru z astfel incat exista
lim {/|an(z —20)" <1
n—oo

adica astfel incat

1
|z — 20| < 77—
limy, 00 /|an]

seria considerata este absolut convergenta conform criteriului radacinii.
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Teorema 1.45 (Cauchy-Hadamard) In cazul unei serii de puteri

[e.e]
Z an (z — zo)"
n=0

existd L
0 daca lim, o0 ¥/ ]an| = 00
R = m daca limy, oo /as] € {0,00}
o0 daca lim, oo /|an] =0

(numit raza de convergenta) astfel incdt :

a) In discul (numit disc de convergenta)
Br(z0) ={ z | |z — 2| <R}
seria converge absolut si uniform pe compacte.

b) In C\Br(z0) ={ 2| |z — 20| > R} seria este divergentd.
¢) Suma seriei

S BR(Z()) — C, S(Z) = i an (Z - Zo)n
n=0

este functie olomorfa

d) Seria derivata este o serie de puteri cu aceeagi raza de convergentd §i
oo
S'(z) = Z nan(z — 2)" 1, oricare ar fi k € Br(2o).
n=1
O demonstratie poate fi gasita in [4].

Observatia 1.29 Se poate ariata ca daci exista limita

atunci
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Exemplul 1.24

a) Raza de convergenta a seriei geometrice
o
> "
n=0
este R = 1 deoarece in acest caz a, = 1, oricare ar fi n € N.
b) Raza de convergenta a seriei
>
nl
= n!
este R = lim A im (n+1) =00
n—00 T/(n+1)] n—00 :
Observatia 1.30 Admitand ca f este suma unei serii de puteri in jurul lui zg

f(z) =) an(z—z0)"
n=0

cu raza de convergenta nenula, din teorema Cauchy-Hadamard rezulta relatia

FR () = Z[an (z — 20)™®, oricare ar fi k € N
n=0
care conduce la
B f(k) (20)
ap = 7]{:! .

Teorema 1.46 (Dezvoltarea in serie Taylor) Dacd functia
fiB(20) — C

este olomorfa in discul By(zo) si R este raza de convergenta a seriei Taylor asociate
> f(n)(,
> 17 (z0) (z = 20)"
n!
n=0

atunci R >r gi

F(z) = 320 L2060 (o )

n=0 n!

— flz0) + L0 (z — zg) + L) (2 — )2 4.

oricare ar fi z € By(2p).
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O demonstratie poate fi gasita in [4].

Exemplul 1.25 Din teorema dezvoltarii in serie Taylor rezulta dezvoltarile

1 o0
:Zznzl—i—z—f—ZQ—{—--- pentru |z <1

1—2 o

(o) n 2

Z—'— —|— +§+ pentru orice z € C
o0 S2n+1 P -

sinz = -V =z— =+ =+ entru orice z € C.

2 VG T P

Din aceste dezvoltari, prin substitutie gi/sau derivare putem obtine alte dezvoltari

oo
:Z(—l)"z”:1—2+22—~-- pentru |z| <1
=2 an Vo142243224 - pentru |z| <1
—z)?
1 oo
(e = Z n(=1)" 2l =122 4322— ... pentru |z| <1
n=0
00 2n L2 A
cos 2z = Z()(_l)”@n)! = 1—54—@—1—--' pentru orice z € C.
n—=

Definitia 1.47 Prin serie Laurent in jurul lui zg se intelege o serie de forma

o0

Z an (z — z0)"

cu coeficientii a, numere complere. Fa mai poate fi scrisa si sub forma

a_9 a_1
(z—20)%2  2z—2

+a0+a1(z—zo)+a2(z—zo)z+--'
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Teorema 1.48 (Coroana de convergenta) Fie seria Laurent

o0

Z an (z — z0)"

n=—oo

r = limy, oo {/]a_n|

§i o
0 daca limy,_,o0 ¥/]an| = o0
R= hmn_,oo T daca 1im, .o V/|a,] € {0,00}
00 daca lim,_ o Ylayn| = 0.

Daca r < R atunci:

a) In coroana circulara (numitd coroana de convergenta)
{z] r<lz—z| <R}

seria Laurent converge absolut i uniform pe compacte.

b) Seria Laurent diverge in { z | |z—zo| <r }U{ 2| |z— 2] >R }.

¢) Suma seriei Laurent S : D — C,

S(z) = Z an (z — zo)" Za_ (z — 20) ”—i—Zan(z—zO)"
n=0

n=—oo

este functie olomorfa.

O demonstratie poate fi gasita in [4].

Figura 1.19

99



60 Complemente de Matematica

Teorema 1.49 (Dezvoltarea in serie Laurent). Daca functia
f:D={z]| r<|lz—z|<R}—C

definita pe coroana D este olomorfa atunci exista o unicd serie Laurent

o0

Z an (z — z0)"

n=—oo

cu coroana de convergenta incluzand pe D si astfel incat
oo
f(z) = Z an (2 — 20)" oricare ar fi z € D.
n—=—o00
Exemplul 1.26
a) Functia olomorfa
1

D= 0<z| <1 C, ==
fiD={z] 0<<1}—C ()= gy
admite in coroana D dezvoltarea in serie Laurent in jurul lui 0

1 1 1 9 1 1 9
f(z):gl_Z:;(lJrszz —i—---):;—}—;—i—ljtz—i—z + - (1.2)

b) Functia olomorfa

eZ

f:D={z| 0<|z—i <} —C, f(z):(z—i)2

admite in coroana D dezvoltarea in serie Laurent in jurul lui i

- ! i i —i z—i)?
f2)=Sp = ahpe ™ = oo (L 2+ G )

i i o (1.3)
:(Ziii)z"'%'i'%‘i’%(z—i)“_”'
¢) Functia olomorfa
f:D={z]| 0<|z] <0} —C, f(z)zzQe%
admite in coroana D dezvoltarea in serie Laurent in jurul lui 0
f(z):z2e%:22(14-%%4-%2%4----) (1.4)

=t b+ gl a4 224028 40240+
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Definitia 1.50 Fie f : D — C o functie olomorfa definita pe multimea deschisa
D. Spunem ca punctul zg € C\D este un punct singular izolat al functiei f daca
exista r > 0 astfel incdt coroana circulara { z | 0 < |z — z9| <1} este continutd in

D. Coeficientul a_1 din dezvoltarea Laurent

a— a_
f(Z):"'+(2_50)2+Z_1ZO+ao+a1(Z—Zo)+a2(2—zo)2+~-

a lui f in acesta coroana se numeste reziduul lui f in punctul singular izolat zy si
se noteaza cu Rez,, f, adica

Rez,,f =a_1.

Exemplul 1.27

a) Singurul punct singular izolat al functiei

1
fD:{Z‘O<’2‘<1}_>(C7 f(Z):ZQ(l—Z)
este z = 0 si din (1.2) rezulta ca Rezg = 1.
b) Singurul punct singular izolat al functiei
eZ
f:D={z]| 0<|z—i <0} —C, f(z):(27i)2

este z = i si din (1.3) rezulti ci Rez; f = ¢'.

¢) Singurul punct singular izolat al functiei
f:D={z]| 0<|z|] <0} —C, f(z) = 2%ez
este z = 0 si din (1.4) rezultd c& Rezof = §; = 3.
Definitia 1.51 Fie D o multime deschisa si
f:D—C

o functie olomorfa. Prin zero multiplu de ordinul n al lui f se intelege un punct
z0 € D astfel incat

fz0)=f(z0) = ... = " V() =0 si f™(z0) £0.
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Spunem despre un punct singular izolat zg ol lui f ca este pol de ordinul n daca este

un zero multiplu de ordinul n pentru functia %

Teorema 1.52 Daca punctul singular izolat zy al functiei olomorfe f : D — C

este un pol de ordinul n atunci exista r > 0 astfel incat coroana circulard
{z]0<|z—20|<r}

este continuta in D si in acesta coroanda f admite o dezvoltare Laurent de forma

f(Z):(Z(i;;lo)n+"'+ﬁ-HLOﬂLal(Z—ZO)+6L2(Z—Zo)2—l—~-

Observatia 1.31

a) Daca zp este un pol simplu atunci in jurul lui zg functia f admite dezvoltarea

f(z):(ZCL_;IZO)+a0+a1(2—zo)—|—a2(z—z0)2+...

Inmultind cu (z — z9) obtinem relatia
(z —20) f(2) Zafl+GO(Z—ZO)+a1(2—20)2+a2(z—zo)3+“‘
care conduce la

Rez.,f =a_1 = lim (z — 20) f(2).

z—20

b) Daca zg este un pol dublu atunci in jurul lui z¢ functia f admite dezvoltarea

a_9 a_q

2
(z — 20)? * (z — 20)

flz) =

+a0+a1(z—z0)+a2(z—zo) + -

Inmultind cu (2 — 29)? si apoi derivand obtinem relatia

[(z— 20)2 f(2)] = a1 + 2a0 (z — 20) + 3a1 (z — 20)% + - --
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care conduce la
Rez,,f =a_1 = lim [(z — 20)% f(2)]’.
z—2z0

c¢) Daca zp este un pol triplu atunci in jurul lui zp functia f admite dezvoltarea

a_3 a_—2 a_—1
(z—20)%  (2—20)% (22— 20)

f(z) = +ao+ai(z—20)+

Inmultind cu (z — 2)? si apoi derivand de dous ori obtinem relatia
[(z = 20)® f(2)]" = 2'a_1 + 6ag (2 — 20) + 12ay (2 — 29)* + - --
care conduce la

Rez,,f=a_; = L lim [(z — 20)2 f(2)]".

2! 2=z
d) Daca zp este un pol de ordinul n atunci

Rez., [ = (n—ll)' Jim [(= = 20)" f(2)]" Y.

Exemplul 1.28 Functia

1

f:C\{0, 1} — C, f(z) = 20-2)

are doua puncte singulare izolate z = 0 gi z = 1. Punctul z = 0 este pol dublu si

17 1
i [22 I B T
Rezof = llg(l)[z f(z)]' = ll_r)% {1 — Z} llir(l) 1= 22 1. (1.5)

Punctul z = 1 este pol simplu si

Rez | f = ;er%(z —1) f(2) = lim — = —1. (1.6)

Observatia 1.32 Programul MATHEMATICA oferda importante facilitati privind

dezvoltarea in serie Laurent si calculul reziduurilor.
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1.5 Calculul integralelor cu ajutorul reziduurilor

Observatia 1.33 Daca
7+ [a,b] — C\{z0}

este un drum inchis care nu trece prin zy atunci

by (G520 + oy + a0+ a1 (2= 20) + a2 (2 — 20)?) dz

=a-1 [, ZfZZO = 2ria_1 n(v, 20)

(1.7)

oricare ar fi numerele a_s, a_1, ag, a1, as € C. Punctul zy este un punct singular
izolat (pol de ordinul al doilea) pentru functia f : C\{zp} — C,

a—o a—i1

(z—20)2 ' (z— 20) +ap+ay (z — 29) + ag (z — 2)?

f(z) =

si Rez,, f = a_1. Relatia (1.7) se mai poate scrie
/ f(2)dz = 2mi n(y, 20) Rez,, f.
gl
Teorema 1.53 (Teorema reziduurilor). Daca D C C este o multime deschisa,
f:D—C

este o functie olomorfa , S este multimea punctelor singulare izolate ale lui f si daca

v :la,b] — D
este un drum omotop cu zero in D=DUS atunci

[yf(z) dz = 27 Z n(v, z) Rez. f.

z€eS

O demonstratie poate fi gasita in [4].

Exercitiul 1.29 Sa se calculeze

4dz
[ e
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unde
~v:[0,1] — C, y(t) = 2,

Rezolvare. Consideram D = C\{3, i, —i} si functia olomorfa

4

f:D—C¢C, f(z):(z2+1)(z—3)2'

Multimea punctelor singulare izolate ale lui f este S = {3, i, —i} si drumul 7 este

omotop cu zero iIn D U .S = C. Conform teoremei reziduurilor avem

[y (22 + ;1)6?; —3)2 = 2mi (n(7,3) Rezs f + n(v,i) Rezif 4+ n(y, —i) Rez_if) .

Figura 1.20

Deoarece drumul v (figura 1.20 ) se rotesgte de zero ori in jurul lui 3 si o singura data

in jurul lui i §i —i rezulta ca

n(’Ya 3) = 07 n(’ya 1) = n(’% _i) =1

§i prin urmare

/ ( 1dz 5 = 2mi (Rezif + Rez_if).
.

224 1)(z—3)
Punctele singulare i gi —i fiind poli simpli avem
4 4 4
Rez;f = lim(z — 1) f(z) = lim = 3 —i

z—i z—i (Z — 3)2(2 + 1) 21(1 — 3)2 25 25
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4 3 4
ez—if = lm (z+0)f(z) = Im ~—me =5 =~ iara2 2 T 35

4dz 12
L Z+1)(z-32 25
Exercitiul 1.30 Sa se calculeze :
L;dz

v:[0,1] — C, v(t) = e 4,

unde

Rezolvare. Consideram functia olomorfa
f:C"—cC

definita pe multimea deschisa C* = C\{0}. Punctul singular z = 0 este un pol de
ordinul al treilea. Pentru calculul reziduului lui f in 0 putem utiliza dezvoltarea

Laurent in jurul lui 0
z 2 3
ﬂ@:%:%@+ﬁ+%+%+m)
e R

|

ST
ISEI=

_ 1 11
=@ tazt

sau relatia

1 . 1
Rezof = gllg%(z?’ f(2)" = 7

Observand ca ~ se roteste de doua ori in jurul lui 0 in sens invers sau utilizand

formula
1 dz

= — :—2
2mi Jy 2

n(v,0)

obtinem
z

/ % dz = 27in(v,0) Rezg f = —2i.
gl

Exercitiul 1.31 Si se calculeze integrala

/vzml—zﬂz

unde v este drumul din figura 1.21.
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Figura 1.21

Rezolvare. Functia olomorfa

1

f:C\{0,1} — C, f(z) = Z0-2)

are punctele singulare z = 0§l z = 1. Stim ca Rezof = 1 ( a se vedea relatia (1.5))si
Rez;f = —1 ( a se vedea relatia (1.6)). Deoarece drumul v se roteste de doua ori

in jurul lui 0 si o data in jurul lui 1, din teorema reziduurilor rezulta ca

1
A 21 =5 & = Zri(2Rezof + Rez, f) = 2ri

Exercitiul 1.32 Sa se calculeze integrala

2w 1
I :/ —dt unde a € (1,00).
0o a-4cost

Rezolvare. Integrala reald ceruta poate fi privita ca o integrald in planul complex si

calculata folosind teorema reziduurilor. Avem

_or 1 o1 2 ity
I'= g AT dt = g iel Zatoitfo 1t (e) at
at+—5—
— i 1_2 =i =2
= Ty % 2aga4 2 dz Ly z2+2az+1dz‘

unde 7 : [0,27] — C, ¥(t) = e'*. Functia

2

fr@\zmnl —C fle) = 55—
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unde
21 =—a+Vaz—1, 29 =—a—Va2—1

sunt radicinile polinomului 22 + 2az + 1, are doud puncte singulare izolate (poli

simpli) 21 si 2.

Figura 1.22

Deoarece z1, z sunt numere reale, —1 < z; < 0 i 29 < —1 rezulta ca n(v,21) =1

si n(vy,22) = 0 ( a se vedea figura 1.22). Conform teoremei reziduurilor

I'=-if, Wzaszz = 2nRez,, f = 2w lim,_,,, (z — z1) f(2)
— : 2 _ _4r 21
=2mlim,_,,, (2 — 21) o= — aem T JoT

Figura 1.23
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Propozitia 1.54 Fie a < (8 si o funciie continud
f:D—C

definita pe un domeniu D ce contine imaginile drumurilor ( a se vedea figura 1.23)

Vr [Ct,ﬁ] - (Ca 77‘(t) - Teit

oricare ar fi r € (0,00). Daca

lim z f(z) =0

Z—00

atunct

lim / f(z)dz=0.
r—o00

Yr
Demonstratie. Din relatia lim,_,o z f(z) = 0 rezulta ca oricare ar fi ¢ > 0 exista

re € (0,00) astfel incat
|z| > 7e = |z f(2)] <e.

In particular, pentru r > r. avem

£(2)dz < /B|f(reit)rieit|dt < 5/ﬁdt: (8 - a)e. =

«

B . .
/ f(relt) rie't dt

Yr
Observatia 1.34 Oricare ar fi z1, 29 € C au loc relatiile

’21| = ‘Zl — 29 +ZQ’ < ’2:1 — 2’2’ + |2’2‘, |Zg’ = |2:2 — 21+ 21| < ‘21 — 22‘ + ‘21|
care conduc la
—|z1 = 22| < 21| = |22] < |21 — 22|

adica la

| [21] = |z2] | <21 — 22].

Exercitiul 1.33 Si se calculeze integrala

[e'e) .732
I = d
/o @+ D@2+
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Rezolvare. Integrala I este o integrala reala improprie. Intervalul de integrare este
nemarginit dar functia considerata este marginita, numitorul neanulandu-se pe axa
reala. Deoarece

1.2
. (z2+1)(22+4) .
Jm —r—— =1
LL’Q

integralele

1 (22 +1) (22 +4) . 5t 1 x2 v

au aceeasi natura. Stim Insa ca integrala improprie

> 1
—d
/1 N
este convergenta pentru A > 1. Rezulta astfel ca integrala considerata
[e'e) .732 1 (172 o) .T2
1= / dr = / dx + / dx
0o (Z2+1)(22+4) 0o (22+1)(22+4) 1 (22 +1) (224 4)

este convergenta.

Figura 1.24

Pentru a calcula valoarea integralei vom considera functia olomorfa

22

fiC\{-2i, —i, 1, 2i} — C,  f(2) = CESNCET)

si drumul de integrare din figura 1.24 compus din

Yt [0777] B (C7 ’YT(t) = Teit
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si
v [_Ta 7’] - (Ca f}/(t) =t.

Conform teoremei reziduurilor, oricare ar fi r > 2 avem relatia
/ f()dz+ [ f(x)de = 27 (Rezif + Rezoif)
Tr -r

care conduce la

lim / F(2)dz + / f(z)de = 27 (Rezif + Rezoif). (1.8)

r—oo fo oo

Deoarece
3 3 3
2 f(2)| = 1 |z|2 = 1.2 |Z’2 =< 2 id 2

|22+ 1] [22+4] |22 = (=1)|- |22 — (—4)| |22 = 1] - | ]2]* — 4]

avem
lim z f(z) =0

Z—00

si in virtutea propozitiei 1.54

lim /T f(z)dz = 0.

T—00

Din relatia (1.8), tinand seama si de faptul ca f(—x) = f(x), rezulta

/OO f(z)dr = 7i(Rezif + Rezaif).
0

Dar
Res = lim(= —1) (5) = lim == ]
eZl_zIE%Z ! “ _zlg(z+i)(z2—|—4)_6
Rezy = lim (z — 2i) f(z) = i 2 _ 1
A A s e )=+ 2) 3
si deci

/Ooof(m)dx:ﬂi (é—;) :%.

Exercitiul 1.34 Sa se arate ca

sint 2
1>— > —
-t T

oricare ar fi t € [0, ;r] .
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Rezolvare. Functia

t2

Figura 1.25
Propozitia 1.55 (Lema lui Jordan). Daca functia continud
Fi{z=atyil y20}—cC
este astfel incat

lim f(z)=0 (1.9)

Z2— 00
1
Tro: [077T] — G, ’YT(t> = Teit
( a se vedea figura 1.25) atunci

7—00

lim / f(z)e¥dz=0
r
Demonstratie. Fie ¢ > 0. Din relatia (1.9) rezulta ca exista r. > 0 astfel incat

r > T = |f(reit)\<—
T
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si

1, 720 de] = |7 0o rmtsisntii

< f(;r |f(7“eit)\ e—TSintrdt < 271_—67‘ foﬂ- e—TSint dt

s
2 2405
< Epflealdt=Zr5Ee " w | =g(l—e") <c.m

Figura 1.26

Exercitiul 1.35 Si se arate ca

o
/ T g =T (integrala Poisson)
0 x 2

Rezolvare. Fie 0 < r < R si drumurile ( a se vedea figura 1.26)

YR+ [0,7] — C, Vr(t) = Re"

v+ [0, 7] — C, e (t) = el

Din teorema reziduurilor (sau teorema Cauchy) rezulta relatia

iz —r iz iz R iz
/ e—dz+/ C dr+ e—dz—i—/  dr=0
vr Z R e 2 r z

care se mai poate scrie

iz iz R ,iz _ ,—iz
/ e—dz+/ e—dz+/ udxzo
TR * S r x

75

(1.10)
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sau

iz 1 iz_l R &
/ e—dz—f—/ fdz—k/ ¢ dz+2i/ Smxd:c:O
TR < T ? R ro

Utilizand relatia
1 .
/ —dz = —7i
Tr z

si notand cu g o primitiva a functiei f(z) = ’312771 obtinem

iz R o3
/ Cdr it (g(r) —g(—r)) + 2i/ ST e = 0.
YR * r T

Deoarece conform lemei lui Jordan

) eiz
lim / — =0
R—ooJyp 2

pentru R — oo si 7 — 0 obtinem relatia

. [ sinz .
21/ dr = i.
0 T

Definitia 1.56 Fie ¢ : R — C. Functia

Fldir—c,  FRE) = [ s

(in cazul in care exista) se numeste transformata Fourier a lui ¢.

Exercitiul 1.36 Sa se arate ca
Fle™®1(§) =/~ e
oricare ar fi a € (0, 00).

Rezolvare. Avem
0o . [e’e) . 2 oo . 2
f[eiawz](f) :/ e~ ol gy :/ o~ HET gy efffa/ e~a(=i%) dy.
Plecand de la integrala

. € . €

r r—iz= r—iz -r
2 2a  _ .2 2 __ .2 2
/ eatdt+/ e‘”dz—/ e Y dz + e ¥ dz=0
—-r '

Tl g
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a functiei
f:C—C¢C, f(z)=e%

de-a lungul drumului dreptunghiular din figura 1.27 aratam ca

oo . 2 9] 1 oo
/_OO efa(tﬂi) dt = /_Ooe_atZdt = \/a/_ooe_xzdx = \/Z.

Avem
. T a2 a2
lim e“dt:/ e~ dt.
=00 —00
Alegand pentru drumul liniar ce uneste r cu r — i% parametrizarea

m01] =€ ) =r it

obtinem relatia
r—is 1 . 2 1 . 2.2
/ 2a eiaZZdZ _ / e—a(r—lt%) (—l)idt _ —li efarz/ elrt£+%dt
T 0 2a 2a 0

din care rezulta ’

r—iz>

lim *ema? (g, — .
r—00

T

Figura 1.27

Similar se arata ca
—Tr
. _ 2

lim e % dz=0
r—00
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Alegand pentru drumul liniar ce uneste —r — iz~ cu r — iz~ parametrizarea

obtinem relatia

din care rezulta

[=r,r] — C,

9 9
2a 2a
€
t)y=t—i>
Y2(t) Ty
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Tensori

2.1 Dualul unui spatiu vectorial

Propozitia 2.1 Daca V este un spatiu vectorial peste corpul K atunci
Vi={p:V—K|plax+ fy) = ap(x) + Be(y), Vz,y €V, Vo, B €K}

inzestrat cu operatiile de adunare

p+yY:V—K

VEXV* — V*: (p,) — @+ unde (p+¥)(x) = p(z) + ¥(x)

st tnmulfire cu scalari

Ap:V — K

Kx V2 — VT (o) dpunde (430 o)

este spatiu vectorial (numit dualul lui V).

Notatie. Pentru a simplifica scrierea unor expresii vom utiliza uneori indici superiori

pentru a indexa coordonatele vectorilor. Dezvoltarea
_ .1 2 n
r=xe€e+x°e+ ---+x'e,

a unui vector z € V in raport cu baza B = {eq, ea, ..., €, } se scrie comprimat folosind

conventia de sumare a lui Einstein
T =2x'e;

79
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(indicele i care apare in produsul z'e; o data ca indice superior si o data ca indice

inferior este indice de sumare).

Teorema 2.2 Oricare ar fi spatiul vectorial V avem
dim V* = dim V.

Demonstratie. Fie B = {e1,ea,...,e,} obazd alui V. Aratam ca B* = {e!,e?, ..., e"},
unde

i ; ; 1 daca i=7j
e:V —K, e(ej):5j2{0 daca 1 #j

adica

eV —K, ei(m161+$262+---—|—x"en) =z

este o baza a lui V*, numita duala bazei B.

B* este sistem de vectori liniar independenti. Fie
1 2 no_
aje +age” + -+ ape” =0

adica
(are! + age® + - 4 ape™)(x) = 0, Ve eV

ceea ce se mai scrie
arel(x) + age?(xz) + -+ + ane™(z) = 0, Ve e V.

Alegand x = ey obtinem a1 = 0, alegand & = e obtinem oy = 0, etc.

B* este sistem de generatori. Daca ¢ € V* atunci notand ¢; = ¢(e;) obtinem

o(z) = p(ater + a%ex + -+ + a"en) = at per) + 2 p(ez) + -+ + 2™ p(en)
=el(@) 1+ e (x) 2+ -+ €"(x) on = (16" + pae? + -+ + ppe)(z)

oricare ar fi x € V, adica

o =pre' +@ae* + -+ ppe” = pie’.
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2.2 Tensori

Fie V un spatiu vectorial peste corpul K si fie doua baze ale lui V'

B={ei,e2,...,en} (baza veche)

B ={e, e, ....el} (baza noua)

si
B* = {e!, €2, ...,e"}

B* = {6/1, 6/2’ “.76171}

dualele lor. Fiecare vector x € V se poate dezvolta in raport cu cele doua baze

3 17 1
x:x’ei:xjej

si am aratat ca
z' = e'(w), 2 = e (z).
Similar, fiecare element ¢ € V* admite dezvoltarile
=€ = e’
si
i = wle), @5 =o(e)).
Utilizand un indice inferior si unul superior pentru elementele matricei de trecere de
la baza B la baza B’ relatiile
e} = ajer +ajes + -+ ale, = ale;
eh = ale; + ades + - - + ale, = abe;

se scriu comprimat

I .
€; = ;€;
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iar matricea de trecere este

aj aj

2 2

a1
S:

a oy
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I I

«Q

33

Propozitia 2.3 Matricea S este inversabild si inversa ei

B B B
| & B 8
pr b7 B
este matricea de trecere de la B' la B.
Demonstratie. Fie e; = ﬂf ej.. Din relatiile
ej:ﬁ]’?“e;ﬁ:ﬁ]kazei, e;:agej:a{ﬂfeﬁc

rezulta tinand seama de unicitatea reprezentarii unui vector in raport cu o baza ca

Brag =05, olpl =0 . (2.1)

Teorema 2.4 Cu notatitle de mai sus

r_J
€; = ;€

z=alej=2a"¢] =

p=gpjel =g e

Demonstratie. Din relatia

rezulta

o' = B at

et = plel
J

R I

Pi = & Pj
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si tindnd seama de (2.1)
Bj ) = ﬂj ag 2" = 0; 2" =a

adica

T ﬂf .
Deoarece /% = €/F(z) si 27 = e7(z) relatia anterioara se poate scrie sub forma
k k _j
e (z) = By e (x)
sau

¢ (z) = (8} ') ().

Relatia avand loc pentru oricare x € V' rezulta
k k.
et = B ej-

Folosind liniaritatea lui ¢ obtinem
i = (i) = plaj ej) = ajele;) = o pj. =

Observatia 2.1 Coordonatele noi z'* ale unui vector z € V se exprima cu ajutorul
coordonatelor vechi z7 prin formula 2" = 5’ similara cu formula e = B; e de
J

schimbare a bazei duale. Formula ¢} = o/ ¢, este similara cu €, = o] e;.

Observatia 2.2 Vectorii € V sunt obiecte matematice care in raport cu fiecare

2

baza B a lui V sunt descrise prin coordonatele z!, 22, ..., 2™ si care la o schimbare

de bazd ¢} = af e; se schimba dupa formula
o i g
' =2l

Similar, elementele ¢ € V* (numite forme liniare sau 1-forme) sunt obiecte matem-
atice care in raport cu fiecare baza B* sunt descrise prin coordonatele 1, 2, ..., ©n

si care la o schimbare de baza €} = o e; se schimba dupa formula

r_ g .
i = G Pj.
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Definitia 2.5 Prin tensor de tip (p,q) (adica, tensor de p ori contravariant si de
q ori covariant) se intelege un obiect matematic T' descris in raport cu fiecare bazd

. . 912...7 . . o ]
B a lui V' prin coordonatele lelj; j” si care la o schimbare de bazd e = ol ej se

schimba dupd formula
T/1122 lp B 6 X ﬂ . mq Tklk‘g kp

J1j2---Jq ]1 ]2 mimz...Mmgqg"

Observatia 2.3 Elementele spatiului vectorial V' sunt tensori de tip (1,0), iar ele-

mentele lui V* sunt tensori de tip (0, 1).

Observatia 2.4 Un tensor de tip (1,1) este descris prin coordonatele TJZ care la

schimbarea bazei se schimba dupa formula
T" = BL o™ TE.

In cazul unui tensor de doud ori contravariant formula devine
T = B} B, T

iar in cazul unui tensor de douéa ori covariant
T-, =« Ckm Tkm

Observatia 2.5 Un tensor este complet determinat daca i se cunosc coordonatele

intr-o baza fixata.
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2.3 Operatii cu tensori

itiz.ip o pitiaedp

rimdy Lo sunt coordonatele

Propozitia 2.6 (Suma a doi tensori). Daca A
a doi tensori A gi B de tip (p,q) atunci

irig.ip _ giliz..ip ivig.ip
Tj1j2~-]'q - Aj1j2~~~jq + Bj1j2~~-jq

sunt coordonatele unui tensor de tip (p,q) notat cu A+ B, adica

ivig..ip  givig..ip irig...ip
(A + B)jle---jq - Aj1j2---jq + Bj1j2---jq'

Demonstratie (cazul p=q =1). Avem
T = A+ B, = pLal Ab + B ol BY, = B ol (A, + BE) = BLal T

i1ig..ip

Propozitia 2.7 (Inmulfirea unui tensor cu un scalar). Dacd A € K gi A o sunt

coordonatele unui tensor A de tip (p,q) atunci

ivig.ip  \ Ai1iz..ip
lej2~-~jq - )\Ajlj2-~~jq

sunt coordonatele unui tensor de tip (p,q) notat cu \A, adica

itigeip _ \ pili2.ip
()\A)jljZ---jq - )‘Aj1j2---jq'
Demonstratie (cazul p=q =1). Avem

T = AA" = \gL o A = BL o TE .

Propozitia 2.8 ( Produsul tensorial a doi tensori, intr-un caz particular). Dacd
Aé-k sunt coordonatele unui tensor A de tip (1,2) si BL. sunt coordonatele unui tensor
B de tip (1,1) atunci

il At l
T‘jkm — 44k Bm

sunt coordonatele unui tensor de tip (2,3) notat cu A® B, adica

(A® B)%,, = Al - B

jkm m:*
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Demonstratie. Avem

pil i " i b e pa al s pr_ pial b ¢ s mar
Tjkm_Ajk‘Bm_ﬂaajak bcﬂramBs_ﬂaﬂrajakam bes: ™

Observatia 2.6 Generalizarea definitiei produsului tensorial la tensori de orice tip
este imediata. Produsul tensorial z ® ¢ dintre un vector x € V si o 1-forma ¢ € V*

are coordonatele
(z®@p); =2"p;

iar produsul tensorial x ® y a doi vectori coordonatele
(x@y)7 =a'y.

Propozitia 2.9 ( Contractia unui tensor, intr-un caz particular). Fie A?lm coor-

donatele unui tensor A de tip (2,3). Numerele

n
J ij
=1

sunt coordonatele unui tensor de tip (1,2) obtinut prin contractia lui A in raport cu

primul indice de contravarianida si al doilea indice de covariania.
Demonstratie. Avem
Tlim = ?21 A/gm
= X1 BiBlagadan, At = (LI Biad) Bagan, A%, = 543 afad, A%,

_Alcnr d pab \ _ Al AT n ab \ _ @i cr b
- /Bbakam (5aAcdr) - ﬁbakam< a=1 Acar) - /BbakamTcr' "

Observatia 2.7 Operatia de contractie se poate face in raport cu orice pereche de
indici formata dintr-un indice de contravarianta (superior) si un indice de covarianta

(inferior).
Exercitiul 2.1 Sa se arate ca daca z € V si ¢ € V* atunci numarul
v =2y

este un tensor de tip (0,0), numit scalar.
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Rezolvare. Numarul v se obtine prin contractie din x ® ¢ gi nu depinde de baza

aleasa
n

n
V=D ai = Bjatal o = Ofalpr = 2l = .
i=1 i=1
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2.4 Exemple de tensori

Exercitiul 2.2 Si se arate ca obiectul matematic care are coordonatele

1 daca i=3j
0 daca i#3j

URLE

indiferent de baza utilizata, este un tensor de tip (1,1).

Rezolvare. Avem
T/i % ik i m sk i mmk

Propozitia 2.10 Orice operator liniar A : V — V este un tensor de tip (1,1) ale

carui coordonate intr-o baza B = {ej, ea, ...,e,} sunt coeficientii AZ din dezvoltarea
Aei = AZ €;j.
Demonstratie. Din relatia Ae; = A" e/; rezulta
AlaFep) = A’ga}nem
relatie care scrisa sub forma
of Aej, = oy’ A'z em

conduce la

k pm m Ald
ai A em = o' AT en

adica
k am _ m AlJ
ai At = af* A%

Din aceasta relatie obtinem

S k Aam _ as _m AlJ
By i AR = main

relatie echivalenta cu
IS _ s _k am
A i ﬂm Q; Ak

deoarece Oy, A" =88 A"} = A’}
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Definitia 2.11 Spunem ca aplicatia g : V XV — K este o aplicatie biliniara daca
g(az + By, 2) = ag(z, z) + Bg(y, 2)
9(@, ay + Bz) = ag(z,y) + By(z, )

oricare ar fix,y,z €V si a, 3 € K.

Propozitia 2.12 Orice aplicatie biliniard g : V x V. — K este un tensor de tip
(0,2) ale carui coordonate in baza B = {e1, e, ...,en} sunt numerele g;; = g(e;, €;).
Demonstratie. Avem

9i; = g(e, €) = g(afek,agnem) = afa}”g(ek,em) = afa}”gkm. .

Definitia 2.13 Aplicatia g : V* x V — K este numita aplicatie biliniara dacad este

liniara in fiecare argument, adicd
g(ap + By, ) = ag(p, z) + Bg(¥, z)
9(p, ax + By) = ag(p, z) + Bg(e,y)

oricare ar fi p,p € V*, xz,y eV sia, € K.

Propozitia 2.14 Orice aplicatie biliniara g : V' x V. — K este un tensor de tip
(1,1) ale cdrui coordonate intr-o bazi B = {e1, e, ..., e, } cu duala B* = {e!, €2, ..., e"}
sunt g?- = g(e', ¢j).

Demonstratie. Avem

11t m

g5 =gl €)= g(Bie" ol em) = Bl g(e* em) = B o g, =
Propozitia 2.15 Orice tensor de tip (1,1) poate fi identificat cu o aplicatie biliniara
g:V*xV —K.

Demonstratie. Folosind coordonatele TJZ ale tensorului 7" de tip (1,1) intr-o baza

fixata B = {e1,ea,...,e,} cu duala B* = {e!,e?,...,e"} definim aplicatia biliniara

g: V' xV —K, g(gp,aj):g(goiei,xjej)zl?cpixj.
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Aplicatia g astfel definita nu depinde de alegerea bazei B utilizate deoarece alegand
alta baza B’ obtinem

1ok mo N vk m_ pk b i j
g(gpke y L em)_Tm(pkx _ﬁaameaachiﬁ;”xJ

= 525§Tb‘14piaﬂ = T}gpizxj. .
Observatia 2.8 Rezultatele prezentate mai sus pot fi generalizate in mod natural.

Orice aplicatie (p + ¢)-liniara

T VXV %+ - xV*xVxVx.---xV-—K

p ori q ori

este un tensor de tip (p,q) ale carui coordonate intr-o baza B = {ej, e, ...,e,} cu
duala B* = {e!,€?,...,e"} sunt
1192...0p i1 2 i . . .
T T(e™,e?,...,e", ej, €, €5,)

Jjijz2---dg

si fiecarui tensor de tip (p,q) 1i corespunde in mod natural o astfel de aplicatie
(p + ¢)-liniara.

Observatia 2.9 Plecand de la dualul V* al lui V' se poate defini dualul dualului lui
V

numit bidualul lui V. Se poate arata ca V** se poate identifica iIn mod natural cu

V asociind lui x € V aplicatia liniara
VK e (o)
apartinand bidualului lui V.
Observatia 2.10 Daca ¢ : V — K si ¢ : W — K sunt aplicatii liniare atunci
g:VxW-—K,  gv,w) =) p(w)

este o aplicatie biliniara numita produsul tensorial al lui ¢ cu 9 si notata cu ¢ ® .
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Ecuatii si sisteme de ecuatii

diferentiale liniare

3.1 Ecuatii diferentiale de ordinul intai

Definitia 3.1 O ecuatie diferentialda de ordinul intai este o ecuatie de forma

F(z,y,y)=0

(3.1)

unde x este variabila independentd, y functia necunoscutd, iy derivata functiei ne-

cunoscute si F': I X R X R — R este o functie continua, I C R fiind un interval.

Prin solutie a ecuatiei (3.1) se intelege o functie derivabila
¢:(a,b) —R
cu (a,b) C I si astfel incdt
F(x,0(x),¢ (z)) =0, Vx € (a,b).
Definitia 3.2 Spunem ca ecuatia diferentiald
v = f(z,y) unde f:DCR?—R

este o ecuatie diferentiald scrisa sub forma normala.

Prin solutie a ecuatiei (3.2) se intelege o functie derivabila

¢:(a,b) —R

91
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astfel incat
1) (z,¢(x)) € D, Vx € (a,b)
2)  ¢'(x) = f(z,0(@),  Vze(ab).

Observatia 3.1 Ecuatia (3.2) se mai poate scrie

) (3.3)

sau sub forma
dy = f(z,y) dz (3.4)
numita forma simetricd. Solutia ecuatiei (3.4) se poate cauta sub forma
y=y(x)

sau
z = x(y)

sau, mai general, sub forma parametrica
x = x(t)
y =y(t).
Ecuatia (3.4) este caz particular pentru ecuatia

P(x,y)dz + Q(x,y)dy =0, unde P,Q:D CR?>—R (3.5)

care este forma generald a unei ecuatii simetrice.

Prin solutie a ecuatiei (3.5) se intelege o pereche de aplicatii derivabile

@, ¥ (a,b) — R

astfel incat
1) (e(t),¥(t) e D,  Vte(a,b)
2) Pe(t),v(1) ¢'(t) + Qe(t), ¥ (1) ¥'(t) =0,  Vt€ (ab).

Observatia 3.2 Stim din liceu ca daca

f:(a,b) —R
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este o functie continua atunci functia
x
F:(a,b)—R,  Flx)= / F(b)dt
xo

este o primitiva a lui f oricare ar fi z¢ € (a,b), adicad avem

% </: £() dt) — f(z), Vze(ab).

0

Teorema 3.3 Flie ecuatia cu variabile separabile

Y = f(z)g(y) (3.6)

unde f: I — R g1 g: J — R sunt functii continue definite pe intervalele I si J.

a) Daca yo € J este astfel incat g(yo) = 0 atunci functia constantd
p: I —R,  pr) =y
este o solulie a ecuatiei (3.6).

b) Daca yo € J este astfel incat g(yo) # 0 atunci relatia

vy o1 x
/yog(u)du: [ rwyavtc (3.7)

unde xg € I gi C este o constanta, defineste implicit o solutie locald y = y(x)
a ecuatiei (3.6).

Demonstratie. a) Deoarece ¢'(x) =0 si g(p(z)) = g(yo) = 0 rezulta ca

¢'(x) = f(x) gle(x)), Vrel

adica
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Observatia 3.3 Ecuatia (3.6) poate fi scrisa sub forma

)

sau forma simetrica

f(z) g(y) dz — dy = 0.

Forma diferentiala f(x) g(y) dv—dy nu este diferentiala totald a unei functii. Inmultind

ecuatia anterioara cu factorul integrant le) se obtine ecuatia

1

9(y)

al carei membru stang este o diferentiala totala deoarece

So(t@) = 5 (~=).

Ecuatia (3.8) se poate scrie sub forma

f(z)dz — dy=0 (3.8)

dFF =0

unde
Y

Fa,y) :/mjf(t)dt—/yo g(lt)dt.

Rezulta ca relatia F(z,y) = C, adica

[, = [ an=c

definegte implicit o solutie a ecuatiei (3.6) daca alegem g astfel incat g(yo) # 0.

Propozitia 3.4 Ecuatia omogena

i-i(2)

se reduce la o ecuatie cu variabile separabile dacd se utilizeaza schimbarea de variabild

y(z) = x z(x), unde z(x) este noua functie necunoscutd.
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Demonstratie. Derivand y(z) = x z(z) obtinem relatia y'(z) = z(z) + z 2'(z) care

ne permite si scriem ecuatia sub forma

Propozitia 3.5 Ecuatia liniara omogena

y = f(x)y

are solulia generala
y(z) =C el SO

unde C este o constanta arbitrara.

Demonstratie. Tinand seama de teorema 3.3 rezolvarea ecuatiei poate fi prezentata

dupa cum urmeaza

¥ =fx)y
%y = f(z)dx

Jo dw — [T f(t)dt
In[y| —In|yo| = [ f(t)dt

f;o fwat

y(x) =wyoe
Propozitia 3.6 Solutia generald a ecuatiei liniare neomogene
Y =f@)y+g) (3.9)
se obtine adunand solutia generald a ecuatiei liniare omogene asociate
y = f(x)y (3.10)

cu o solutie particulard § a ecuatiei (3.9).

Demonstratie. Daca y verifica (3.10) si g verifica (3.9) atunci

(y+9) (z)=f(2) y(z)+ f(2) y(z)+9(z) = f(z) (y+7)(z) +g(z).
Daca y si g verifica (3.9) atunci y — g verifica (3.10)

(y—9)(z)=f(@) y(2)+9(z)— f(2) §(z) —g(x) = f(2) (y—F) (). =
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Propozitia 3.7 O solutie particulard i a ecuatiei liniare neomogene

Y =f@)y+g()
poate fi gasita folosind metoda variatiei constantei cautand-o de forma
i(z) = C(x) eleo TN
Demonstratie. Inlocuind in ecuatie obtinem relatia
C'(w) = gla)e IO
care permite determinarea functiei C'(z). =
Propozitia 3.8 Ecuatia Bernoulli
y' = fx)y+g(z)y”
se reduce la o ecuatie liniard dacd se utilizeazd schimbarea de variabild z = y'=2.
Demonstratie. Daca a = 1 atunci ecuatia este deja o ecuatie liniara. In cazul a # 1,
impartind cu y® obtinem ecuatia
v~y = fla)y' T+ g(x)

care se poate scrie
1

l—«

(' ™) = f@)y' ™" + g(x). =
Propozitia 3.9 Ecuatia Riccati
y = f(2)y" +g(x)y + h(z)
se poate rezolva utilizand schimbarea de variabila
Y=1Yp s
in cazul in care se cunoaste o solutie particulara yy.

Demonstratie. In urma schimbarii de variabila indicate ecuatia devine

d=—(2f (@) yp(x) — 9(x)) 2 — f(x)

adica o ecuatie liniara. =
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3.2 Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior

Definitia 3.10 O ecuatie diferentiala liniara de ordinul n este o ecuatie de forma
ag(z)y™ + a1 (2) y" Y + -+ a1 (2) Y + an(@)y = f(2) (3.11)

unde

G0y A1y oevy Qp, f: I — R

sunt functii continue definite pe un interval I C R gi ag(x) # 0, oricare ar fix € 1.

Prin solutie a ecuatiei (3.11) se intelege o functie
p: I —R

astfel incat:
1) ¢ admite derivate continue pana la ordinul n
2) ao(z) " () + ar(@) V(@) + -+ an(2) p(2) = f(2), Vze(a,b).

Teorema 3.11 (de existenta gi unicitate). Daca
G0y A1y «ovy Qp, f: I — R

sunt functii continue §i

ap(z) # 0 Ve el

atunci ecuatia diferentiala
ag(z)y™ + a1 (2) y" Y + -+ a1 (2) Y + an(@)y = f(2)
admite pentru fiecare (o, Y00, Yo1, -, Yon—1) € I X R™ 0 unicd solutie
p: I —R
astfel incat

©(x0) = Yoo, ¢ (o) =vo1, - " V(x0) = Yon-1.
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Observatia 3.4 Utilizand operatorul diferential
L =ao(x) D" +ay(z) D" ' + -+ a,_1(z) D + an(x)

unde 4 2 q
D=— D= _— .. D= _—
dz’ da?’ ’ dzn

ecuatia (3.11) se scrie
Ly = f.

Operatorul linar
L:C™(I) — C%(I)

unde

C™"(I)={¢:1 — R | ¢ admite derivate continue pana la ordinul n }

CoI) = {p: I — R | ¢ este functie continua }
este un operator liniar

Llap+py)=aLe+ 3Ly  Ya,B€R, Yo, e C™(I).
Teorema 3.12 Spatiul
V={p:I—R| Lp=01}
al tuturor solutiilor ecuatier liniare omogene
Ly=0

este un spatiu vectorial de dimensiune n.

Demonstratie. Daca o, € V atunci

L(ap + ) = aLyp + BLyY =0

oricare ar fi a, § € R. Conform teoremei de existenta si unicitate, pentru zg € I

fixat aplicatia

AV —TR",  Ap = (p(x0), ¢ (20), s 0"V (20))
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este un izomorfism liniar. Rezulta ca spatiile vectoriale V gi R sunt izomorfe si prin
urmare dimV = dimR" =n. =
Observatia 3.5 Rezolvarea ecuatiei

Ly=0

inseamna determinarea spatiului vectorial V={ ¢: I — R | Ly =0 } al tuturor

solutiilor, ceea ce se poate realiza indicand o baza {y1, y2, ..., yn}, caz in care
V:{Cly1+02y2+”'+cnyn | C1, €2, ..., Cp ER }

Functiile
Y, Y2, - an_>R

din V formeaza o baza a lui V daca sunt liniar independente, adica daca
apyr +tagys+ - Fapyy, =0 = ar=ax=--=a,=0.
Propozitia 3.13 Functiile
Y, Y2, oy Yn L — R

din V' sunt liniar independente daca si numai daca intr-un punct fivat o € I avem

y1(wo) y2(wo) -+ yn(wo)
yll'(.liO) yé.(.:v'o) yiz (.:E.O) 40, (3.12)
o) v V(o) oo w T (wo)

Demonstratie. Deoarece
AV — R, Ap = (p(x0), ¢ (20), - ¢ (20))

este un izomorfism liniar functiile y1, y2, ..., ¥n : I — R sunt liniar independente

daca si numai daca vectorii corespunzatori
-1
Ay1 = (y1(20), ¥4 (w0), . 9" (20))

Ay = (y2($0)a yé(xo)v s Yo (xo))

Ayn = (ya(@0), Yl (z0), -\ y5 V(o))
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sunt liniar independentji, ceea ce este echivalent cu (3.12). a

Teorema 3.14 (Abel-Liouville) Daca

Y1, Y2, ayn[%R

sunt n solutit ale ecuaties

Ly=0
atunci functia (numita wronskian)

yi(x) ya(z) Yn(7)

/ /
Wi—r  we=| 40 B o)
n—1 n—1 n—1
W) @) @)
verifica relatia
_fz aq(t) dt
W(zx) = W(xg)e “=o 0 (3.13)

unde xg € I este un punct fixat.

Demonstratie (cazul n = 2.) Aratam ca W verifica ecuatia liniara

W (z) = _Z;g; W ().

In cazul n = 2 ecuatia Ly = 0, adica

ao(z)y" +ai(z)y +asy =0

conduce la @ .
n_alx) ,  aaz
T ao() Y ap(x) Y
) oy —d | i) wa(x)
WD) =3 o) whia)
| (@) wh(x) (@) »@) | a0
B yi(m) y/2($) yﬁ’(x) yg(x) |_ ao(x) W( )

Observatia 3.6 Din relatia (3.13) rezulta ca dacd W se anuleaza intr-un punct din

I atunci se anuleaza in toate punctele.
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Propozitia 3.15 Solutia generald a ecuatiei liniare neomogene
Ly=7f

se obtine adunand la solutia generala a ecuatier omogene asociate
Ly=20

o solutie particulard § a ecuatiei neomogene.

Demonstratie. Deoarece Ly = f obtinem
Ly=0 = Ly+9)=f st Ly=f = L(y—9)=0.x
Teorema 3.16 (Metoda variatiei constantelor.) Daca
n
y(x) = cryr()

k=1

este solutia generald a ecuatiei omogene
Ly=20

atunci o solutie particulara a ecuatier neomogene

Ly=f

poate fi gasita cautand-o de forma
n
J(x) = cp(a) yk(x)
k=1

cu c1(x), ca(x), ... , cp(x) solutie a sistemului

k=1 () yr(z) =0

.......................................... (3.14)
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Demonstratie. Tinand sema de (3.14) obtinem relatiile

g(x) = Yp—y crl(x) yr(x)
' (r) = k=1 ck(z )yk( )

7D (2) = iy enl(@) y (@)

7 (@) = Sy er(@) y (2) + L

care conduc la
Lij = ao(x) §™ + a1(z) g™ + -+ ap_1(2) 7 + an(z) §
=Y er(@) (ao(@) g+ ar (@) 4+ a1 (@) Yt an (@) gk + () = (). =

Definitia 3.17 Prin ecuatie diferentiala liniara de ordinul n cu coeficienti constanti

se intelege o ecuatie de forma
agy™ + ary" Y + -+ a1y + any = f(2) (3.15)

unde ag, a1, ..., an sunt numere reale si f : I — R este o functie continud definita

pe un interval I C R.

Observatia 3.7 Ecuatia (3.15) este un caz particular pentru ecuatia (3.11) si anume

si
cel in care functiile ag(z), ai(x), ... , a,(x) sunt functii constante. Ecuatia (3.15) se
poate scrie sub forma
P(D)y = f

unde P este polinomul

P(r)=agr™ +a;r" !

ot anor t+ap
numit polinomul caracteristic asociat ecuatiei considerate.

Observatia 3.8 Folosind notatia lui Euler

¥ =cosp+ising
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definim pentru fiecare numar complex r = « + i functia complexa
R— C : 2 — % = el@H8? — 60 ¢o5(82) 4 1677 sin(fz)
cu proprietatile
D elatif)z _ (o +i3) elatif)z
Re (De’™) = D(Re ™)
Jm (De"™) = D(Jme'™)
unde Re 2z gi IJm z reprezinta partea reala si repectiv imaginara a numarului z.
Propozitia 3.18 Functia
y:R—C, y(x) =e
este solutie a ecuatiei omogene
P(D)y=0
daca si numai daca r este radacing a polinomului caracteristic, adica daca

1

apr" + a1+ 4+ ap_17+a, =0.

k. rx

Demonstratie. Deoarece DFe™ = rker® g

P(D)e™ = (apr + a1 Tl da, g+ ap e’

avem

P(D)e"* =0 <= P(r)=0.
Propozitia 3.19 Daca polinomul caracteristic P(r) are radacinile r1, ro, ... , Tk
cu multiplicitatile my, ma, ... , mg , adicd

P(T) = Qg (7" — Tl)ml (7" _ Tg)m2 .. (T‘ o T‘k)mk
atunci P(D) admite factorizarea
P(D) = ag (D — Tl)ml (D — r2)m2 . (D _ Tk)mk

ordinea factorilor putand fi schimbata fara a afecta rezultatul.
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Demonstratie. Afirmatia rezultd din linearitatea lui D si din relatia DP D9= DP*4,

Propozitia 3.20 Daca Q(r) este un polinom si p(x) este o functie atunci
QD) (" p) =™ QD +r)p
oricare ar fir € C.
Demonstratie. Aratam mai intai prin inductie ca
DF ("% o) = "% (D + 1)k,

Avem
D p)=e"Dp+re™p=e"(D+r)p.

Presupunand ci D* (e® @) = " (D + r)*¢ obtinem
DM (e ) = D(e" (D + r)fp) = (D +r)(D +1r)f ¢ = " (D + r)* o
Dacd Q(r) = apr™ + a3 7™ L + -+ + 17 + ayy atunci
Q(D) (€ ) =ag D™ (e @)+a1 D™ e @)+ -+ +am—1 D(e"” ) +ame’™ ¢

=e"" [ag (D+7)"+oq (D+r)" 14 - dam—1 (D+7)+aum]e
=" QD +1r)p. =

Propozitia 3.21 Solutia generald a ecuatiei

(D—r)fy=0

este
k—lercc'

y(x) =coe™ +crxe® + -+t
Demonstratie. Conform propozitiei anterioare avem relata
Dk (e—m: y) —e T (D _ r)ky

care arata cd ecuatia (D — r)Fy = 0 este echivalentd cu ecuatia

DF(e™™y) =0
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care implica

e ylx)=co+crx+-+cp k1

adica

y(:L‘) =y erl’ + e :Z:eTJJ + .4 Ch—1 l,k—lera;‘ .

Propozitia 3.22 Fie ecuatia diferentiald liniard omogend cu coeficienti reali
P(D)y=0

unde P(r) = apr™ + a1 4 4 a,_ 117+ ay este polinomul caracteristic.

a) Daca r; este radacindg reald a lui P cu multiplicitatea m; atunci functiile

T35

e’ .fEesz, e :ijflerjz

sunt solutii particulare ale ecuatieir P(D)y = 0.

b) Daca r; = oj+iB; este radacina complexd a lui P cu multiplicitatea m; atunci
e%®cos(Bjx), xe*Tcos(Bjx), -+ , ™ re? cos(Bjz),
e%?sin(Bjz), xe¥Tsin(Bjx), -+ , ¥ le%%sin(B;x)

sunt solutii particulare ale ecuatier P(D)y = 0.

Demonstratie. Conform prop. 3.19 ecuatia P(D)y = 0 admite o factorizare de forma
QD) (D —rj)™y =0
si (D—r;)™iy=0 implicd P(D)y=0. Deoarece ec. P(D)y=0 are coeficienti reali
P(D) (Re y) = Re (P(D)y) =0
PD)y=0 =
P(D) (3m y) =Im (P(D)y) =0
adica in cazul In care r; este radacina complexa cu multiplicitatea m; functiile

y:R— R, y(x) = Re (CO eI e el 4 Cimy—1 :E’fnj—leTj:C>

si
y:R — R, y(x) = Jm (CO eI Ly e 4 Cmy-1 :Emj—leTj:E)
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sunt solutii ale ecuatiei P(D)y = 0 oricare ar fi constantele reale cg, c1, ... , Cmj—1-m

Observatia 3.9 Se poate demonstra ca in toate cazurile in spatiul solutiilor exista o

baza formata din solutii particulare de tipul celor prezentate in propozitia anterioara.

Exercitiul 3.1 Si se determine solutia generala a ecuatiilor
a) y' =5y +6y=0
y" —6y" +12y —8y =0
v'+y +y=0
d (D>-D+1)3y=0
)

e) (D-3)4(D*+2)%y=0.
Raspuns.
a) y(z) =cre* +cyed”
b) ylx) =ac e?® 4 ey e®® + c3 e
) ylx) =cre 2% cos(%x) + cpe 2% sin(%lx)
d) y(z) =cieicos(Px) + cpe2®sin(Ga)
+c3x e"3" cos(T‘o’x) +cux e 3% sin(@x)
+esatema” cos(2x) + cg 22 e 32 sin(@x)
e) y(x) =c1e3®+cared® +ega?ed” +cqaded

+c5 cos(v2x) + cg sin(v/2x) + e7 ¢ cos(v2x) + cg  sin(v/2z).
Propozitia 3.23 Ecuatia Euler

apz"y™ +ar 2"ty 4, ay fa,y =0

se reduce la o ecuatie diferentiald liniard cu coeficienti constanti prin schimbarea de

variabild x = e*, unde t este noua variabild independentd.

Demonstratie (cazul n = 3). Notand cu z(t) noua functie necunoscuta avem relatia

y(z) = z(Inx)
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care prin derivari succesive conduce la

Y (z)=12(lnz) =et2/(t)

y'(z) = & 2"(Inz) — L 2/(Inz) = e 2 (2'(t) — 2/(t))

y"(x) = %5 2"(Inz) — % 2"(Inz) — & 2/(Inz) = e (2"(t) — 32"(t) + 22/ (t))
In urma schimbarii de variabila, ecuatia Euler

3..m

a2y +a12?y" +asry +azy=0

devine
n

agp 2" + (=3ag + a1)2” + (2a0 — a1 + a2)2’ +azz = 0. «
Observatia 3.10 Relatia = = e, echivalents cu ¢ = In z, conduce la

d _dtd_1d_ ,d

dz ~ dzdt oz dt dt’

Ecuatia Euler se poate scrie

a nﬁ n—1 dn—l i —0
0T dx”+al$ dx"*1+”'+an_lxdx+an Yy =

si formal, schimbarea de variabild z = ef

x cu e’ si operatorul de derivare % cue? %. De remarcat ca

d\? d d d2 d
-+ 4y _ 44 2 2 @
(e dt) ¢ (e dt) R TR T

in ecuatia Euler se poate realiza inlocuind
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3.3 Sisteme diferentiale liniare

Definitia 3.24 Prin sistem diferential liniar de ordinul intai se intelege un sistem

de ecuatii diferentiale de forma

y1 = an(@)y1 + arz(z)y2 + - + awn(@)yn + fi(z)

y’2 = ag1(2)y1 + a2 (x)ys + - -+ + aon(z)yn + f2(x)
(3.16)

unde x este variabila independentd, yi, Y2, ... , Yn sunt functiile necunoscute gi

ajj : I — R

I, R unde i,7€4{1,2,...,n}
il —

sunt functii continue definite pe un interval I C R.

Observatia 3.11 Sistemul diferential liniar (3.16) se poate scrie sub forma ma-
triceala
Y = A(2)Y + F(x)

utilizand notatiile

ain(z) app(z) -+ ap(x) o

(1 Ji(z

az (z) ag(xr) -+ a(x) "

y=| "], Aw= » Flo) = fzf |
Ui an(@) ann@) - au(@) Inle)

Teorema 3.25 (de existenta gi unicitate). Daca

aij I — R
unde i,7€4{1,2,...,n}
fi I — R



Ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale liniare 109

sunt functii continue atunci oricare ar fi (xo, Y10, Y20, ---, Yno) € I X R™ exista o unica
solutie Y (z) incat

Y10
Y'=A(z)Y + F(z) si Y (z9) =
y;zo
Teorema 3.26 Spatiul V al tuturor solutiilor sistemului diferential liniar omogen
Y =A(z)Y
este un spatiu vectorial de dimensiune n.

Demonstratie. Pentru xg € I fixat, din teorema de existenta si unicitate rezulta ca
aplicatia liniara
V—R": Y — Y(x)

este un izomorfism liniar. =

Observatia 3.12 Rezolvarea sistemului omogen Y’ = AY este echivalenta cu gasirea

unei baze al lui V, adica cu gasirea a n solutii liniar independente.

Definitia 3.27 Plecind de la n solutii ale sistemului omogen Y' = A(x)Y

Y11 Y12 Yin

Y21 Y22 Y2
Yl - . 9 Y2 == . 9 9 Yn == .n

Yni Yn2 Ynn

construim matricea Wronski

Yyir Y12 - UYin
W = Y21 Y22 - Yon
Ynl Yn2 - UYnn

st wronskianul

w = det W.
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Teorema 3.28 Solutiile Y1, Ys, ... , Y, formeazd o bazd a spafiului vectorial V

daca $i numai daca wronskianul lor este nenul intr-un punct fizxat xg € I, adica

w(zo) # 0.
Demonstratie. Deoarece
Y —R": Y Y(x0)

este un izomorfism liniar, solutiile Y7, Y2, ... , Y}, sunt liniar independente daca si
numai daca vectorii Y7 (zg), Ya(xo), ... , Yn(zo) din R™ sunt liniar independenti, ceea

ce este echivalent cu w(zp) # 0. =

Teorema 3.29 Wronskianul solutiilor Y1, Yo, ... , Y, verifica relatia

tr A(t) dt

w(z) = w(xo) ef;O (3.17)

unde tr A(t) = a11(t) + aga(t) + -+ + ann(t) este urma matricei A(t).

Demonstratie (cazul n = 2.) Avem

d

w(a) = & yi(z)  yra() ‘ _

ya1(z)  y2o(w)

ar1(z) yu(x)+a12(x) y21(z)  yiz(z) ‘—i—
a21(z) y11(x)+ag(x) y21(z)  y2r(z)

= (a11(z) + ax(z)) w(z)
adica w verifica ecuatia diferentiala liniara
w =trA(z) w. =

Observatia 3.13 Din relatia (3.13) rezulta ca daca wronskianul se anuleaza intr-un

punct xg € I atunci el se anuleaza in toate punctele x € I.

Propozitia 3.30 Solutia generala a sistemului liniar neomogen

Y' = A(z)Y + F(x)
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se obtine adundnd la solutia generala a sistemului lintar omogen asociat

o solutie particulard Y a sistemului neomogen.
Demonstratie. Deoarece Y/ = A(x)Y + F(z) obtinem
V' =Ax)Y = (Y+Y) = A(x)(Y+Y) + F(2)
Y'=Ax)Y +F(z) = Y-Y)=A(x)(Y-Y).

Observatia 3.14 Folosind matricea Wronski W asociata unei baze {Y1, Ya, ..., ¥, }

a lui V solutia generala
Y=cV1+aYo+ -+ Y,

a ecuatjiei liniare omogene Y’ = A(z)Y se poate scrie sub forma

Teorema 3.31 (Metoda variatiei constantelor). Daca solutia generald a sistemului
Y =A(x)Y
este Y(x) = W(x) C atunci o solutie particulara sistemului neomogen
Y'=A(z)Y + F(z)

se poate obtine cautand-o de forma
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Demonstratie. Deoarece W' = A(z)W i Y'(x) = W'(z) C(z) + W (z) C'(x) avem
Y' = A(z)Y + F(x)
daca gi numai daca W(z)C'(z) = F(z)

Definitia 3.32 Prin sistem diferential liniar omogen cu coeficienti constanti se

intelege un sistem de ecuatii de forma

Y' = AY unde A € Myxn(R).

Ax

Propozitia 3.33 Functia vectoriald Y : R — C", Y (x) = we™*, unde

wy
w2
w = . eCc”
W,
verifica relatia
Y' = AY
daca st numai daca
Aw = dw.

Demonstratie. Deoarece Y'(z)=Aw e inlocuind in Y’ =AY obtinem Aw=Aw. s

Observatia 3.15 Fie A o radacina a polinomului caracteristic
det (A—AI)=0.

Daca A € R atunci A este valoare proprie a matricei A si alegand un vector propriu

Az

corespunzator w € R™ obtinem solutia netriviala Y (z) = we™ a sistemului Y/ =

AY. Daca A € R atunci exista w € C" astfel incat Aw = Aw si
Yi(xz) = Re (w e)‘x) , Ya(z) = Im (w e”)

sunt solutii ale sistemului Y/ = AY".
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Exercitiul 3.2 Sa se determine solutia generala a sistemului

Rezolvare. Ecuatia

are radacinile A\; = 1+1i i Ao = 1 —1i. O solutie particulara a ecuatiei Av = (1+1)v,
1 1 (% o . U1
1 C . U :
este v = < : ) Rezulta ca solutia generala a sistemului este
LY i) LY (i)
Y(z) =c1Re e + e Im . )e
1 1 .
= c1 Re e T(cosx +isinx) p + coIm : e’(cosx +1 sinx)
( cos T > v ( sin )
=C . (§
—sinz cosS T

Observatia 3.16 Daca matricea A€ M;,x,(R) este diagonalizabila si {v1,va, ..., vp }

adica

unde
V11 V12 Uin
V21 V22 V2n
v1 = . ) Vo = . ) e Up =
Unl Un2 Unn

este o baza a lui R™ formata din vectori proprii ai lui A corespunzatori valorilor

proprii A1, Ao, ... , A, (distincte sau nu) atunci solutia generala a sistemului Y’ = AY
este
V11 V12 Vin
V21 V22 V2p,
Y(z)=0c . eMT 4 ¢ M 4., . e,

Unl Un2 Unn
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Exercitiul 3.3 Sa se determine solutia generala a sistemului
Y =Y2+ Y3

yh =1+ Y3
Yz = y1 + y2

Rezolvare. Rezolvand ecuatia

obtinem A\; = 2, si Ay = A3 = —1. Deoarece subspatiile proprii corespunzatoare sunt
Va={a(l,1,1) [aeR},  Voi={a(l,0,-1)+p5(0,1,-1) [, BER}.

rezulta ca solutia generala a sistemului este

1 1 0
Y(z)=c | 1 e 4 ¢y 0 e ¥ +ecs 1 e .
1 -1 -1

Observatia 3.17 Stim ca, in general, o matrice A € M, x,(R) nu este diagonal-
izabila. Daca A este o radacina reald (respectiv, complexa) cu multiplicitatea m a
polinomului caracteristic atunci partea din solutia generala corespunzatoare lui A

poate fi gasita cautand-o de forma

Oqlxmfl + 0412.%'m72 + -+ a1 + a1
o1 ™+ g™ 2 4 - g7 + Qg AT

O5n1xm_1 + an2xm_2 + -t a1+ am
unde coeficientii «j;, sunt reali (respectiv, complecsi). In cazul complex, in final se

separa partile reala gi imaginara ale a solutiei gasite.

Exercitiul 3.4 Sa se determine solutia generala a sistemului

Yy =—y1+y2
Yo = —Yy2 + 4y3
Y5 = y1 — 4ys
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Rezolvare. Valorile proprii sunt Ay = 0 gi Ay = A3 = —3, iar subspatiile proprii
corespunzatoare

Vo={a(4,4,1) | a €eR}, Vog={a(l,-2,1) |« eR}.

Deoarece dimV_3 = 1 rezulta ca matricea sistemului nu este diagonalizabila. Cautand

partea din solutia generala referitoare la Ao = A3 = —3 de forma
a1T + ﬂl
Y(z)=| asz+ 5 |
asx + 53
gasim
T 1
Y()=o1 | 2041 |e34+5 | -2 |3
r—1 1

Solutia generala a sistemului este

4 x 1
Y)=c1 | 4 |+e| 22+1 e 3 feg| —2 |e3m
1 r—1 1

Observatia 3.18 O alta metoda de rezolvare a sistemelor liniare omogene cu
coeficienti constanti, numita metoda elimindrii, se bazeaza pe faptul ca fiecare dintre

functiile necunoscute y; verifica o ecuatie diferentiald liniara.

Exercitiul 3.5 Sa se rezolve sistemul

Y1 =92
Yy = Y3
Y3 =1

Rezolvare. Functia necunoscuta y; verifica ecuatia liniara

"

y1 —y1=0.
3

Deoarece P(r) = 7% — 1 are radécinile r1 = 1 §i 793 = —4 £1 %2, rezulta ci

3
yi(z) =cre® +co e~3% cos 5T + c3 e~ 3% sin \ga:



116 Complemente de Matematica

Prin derivarea lui y; se obtin y2 si ys.

Observatia 3.19 Deoarece izomorfismul de spatii vectoriale

Mupsn(K) — K"

aip a2 -+ Qin
a1 a2 -+ A2n

ad (CLH, A12y vy Aln,y 215 A224 «oo sy A2ny ovvy A1y ANy «vvy a,m)
apl QAp2 - Qpp

permite identificarea spatiului vectorial My, (K) cu K™, aplicatia

ail a2 o Alnp
11l s M (K) — R, I 1
anpl Aap2 -+ Qpnp

este 0 norma pe M, (K). In particular, o serie de matrice
o0
S oy A
k=0
este convergenta daca exista limita
m
. k
i, 2 ai A
k=0
adica daca exista B € My, xn(K) astfel incat

lim
m—0o0

> ap AF — BH =0.
k=0

Propozitia 3.34 Daca seria de puter:

oo
Z aj xk
k=0

are raza de convergentd R > 0 gi dacd A € Myxn(K) este astfel incat ||A|l| < R

atunci seria de matrice
oo
S Al
k=0

este convergenta.
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Demonstratie. Alegand r astfel incat ||A|| < r < R obtinem relatia
o A%| = lael ||4%| < lasl1AIF < lax] 7.

Seria Y 7o ax r* fiind absolut convergents, din criteriul comparatiei rezulta ca seria
S0 0 llax A¥|| este convergenta, ceea ce implica convergenta seriei > 50 ay, A¥. a
Observatia 3.20 Deoarece seria exponentiala

Xk T .TQ

T
¢ _];)k!_1+1!+2!+

are raza de convergenta r = oo rezulta ca pentru orice matrice A € M,,x,,(K) putem

defini matricea

Ak A A?
A_ —_— — — ...
© _;) TR TR

numita exponentiala matricei A. Se poate arata ca functia matriceald
R — Mpxn(K): t— el
este derivabild si ci (et4) = Aet adica
Y (t) = 0
este solutie a sistemului liniar Y/ = AY’, oricare ar fi C € R".

Exercitiul 3.6 Sa se determine solutia sistemului

YL = Y2 + Y3
Yy = Y1 + Y3
yh = y1 + yo.

Rezolvare. Matricea sistemului

N

Il
= = O
_ O
O = =
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este diagonalizabila

2 0 0 1 1 0
StaAs=(o0 -1 o0 unde S=|1 0 1
0 0 -1 1 -1 -1
Deoarece
2 0 0
A=S|10 -1 0 |s!
0 0 -1
obtinem
k k
2 0 0 2 0 0
AF=810 -1 0 St=5] 0 (-1)* 0 St
0 0 -1 0 0 (-1
si
2k 0 0 e 0 0
X (tA)RF Xtk
etA:Z(k') =25 0 (=% 0 St=85| 0 et 0 |S!
k=0 " k=0 0 0 (=1 0 0 et

relatie care permite scrierea explicita a solutiei generale.



Capitolul 4

Functii sferice

4.1 Polinoame Legendre

Propozitia 4.1 Proiectia ortogonald a vectorului x pe vectorul u # 0 este vectorul

Pux = (z,u) U
(u,u)
Figura 4.1

Demonstratie. Proiectia lui x pe u este un vector de forma Au.

proiectia sa fie ortogonala , adica
(x—Au) Lu

119

Impunand ca
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obtinem relatia (a se vedea figura 4.1)

(x — Au,u)y =0

(zu)
(u,u)*

care conduce la \ =

Teorema 4.2 (Metoda de ortogonalizare Gram-Schmidt). Daca {vi, va, vs, ... }

este un sistem liniar independent (finit sau infinit) atunci {w1, we, ws, ... }, unde

W3 = U3~ Twpwr) W17 Twgwg) W2
este un sistem ortogonal astfel incat spatiul vectorial generat de {v1, v, ..., vi} este
acelagi cu spatiul vectorial generat de {w1, we, ..., wy}, oricare ar fik € {1,2,3,...}.
Demonstratie. Avem
(v2, w1) (v2, w1)
(w2, wy) = <v2 — T, w1> = (vg,w1) — ———= (wi,wr) = 0.
(wl,w1> <w1,w1)
Similar se arata ca oricare vector wy este ortogonal pe vectorii wy, wa, ... , Wip_1. =

Definitia 4.3 Polinoamele Py, Py, P> ... satisfacand conditia
P,(1)=1
obtinute ortogonalizind sirul 1, x, x2, ... in raport cu produsul scalar
1
(e0) = [ ol@)vla) do

se numesc polinoame Legendre.
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Exercitiul 4.1 Sa se determine polinoamele Legendre Py, P; si Ps.

2

Rezolvare. Ortogonalizand 1, x, z* rezulta polinoamele

Qo(m) =1

Qi) =7 — 55555 Qo) = =

2 2
Q) =2* ~ {58 Qo) ~ i) =t~}
Obtinem polinoamele Py, P;, P, cautandu-le de forma P,, = «,, (),, cu constantele a,
determinate astfel incat P,(1) = 1. Rezultd Py(z) = 1, Pi(z) = z si Py(z) = 32%—1.
Teorema 4.4 (Formula lui Rodrigues) Polinomul Legendre P, verifica relatia

Pue) = = [@® = 1)"]

~ plon

(n)

oricare ar fin € N.

Demonstratie. Avem gy [(#% — 1) O _q= Py(z). Fie n > 0 fixat si fie P, () =

n!12” [(332 — 1)"](n). Deoarece P, este un polinom de gradul n rezultd ci existi ay,

aq,. ..o € R astfel Incat

P,=ayPy+a1 P+ -+ apPy.

Avem

- 1 Loy 1 1
_ _ 1y . — 2 _ yni(n-1) _
(1P = = [ 1@® = 1")0de = —— [@® =100 =0,

Daca n > 1, integrand prin parti obtinem
(€, Py = b [ a](a? — 1)) da
1
= ﬁ T [($2 _ 1)71](7171)’_1 _ ﬁ fil[(xZ _ l)n](nfl)dw -0
si in general,

(z%, P,y =0 oricare ar fi k€ {0,1,...,n—1}.
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Din relatia precedenta rezulta

(Py, P,) =0 oricare ar i k€ {0,1,...,n—1}.
Tinand seama de ortogonalitatea polinoamelor Legendre obtinem relatia
0= (P, P) = (Py,a0 Py + a1 P + -+ o, P,) = oy, (Py, Py)
din care rezulta
ag =0, oricare ar fi k€ {0,1,...,n—1}

si deci P, = a,, P,. Deoarece P,(1)=1si

Pa(1) = n'12" 3 Gl — 1) D (@ + 1)7) ) 1
l2n |

z=1

rezulta ca o, = 1 si deci Pn =P,

Propozitia 4.5 Oricare ar fin €N, ecuatia (numitd ecuatia polinoamelor Legendre)
(1—a2)y" —2zy +n(n+1)y=0

admite o solutie polinomiald dar nu admite solutii polinomiale liniar independente.

Demonstratie. Din teoria generala a ecuatiilor diferentiale gtim ca spatiul solutiilor
ecuatiei considerate este un spatiu vectorial de dimensiune 2. Daca ecuatia ar admite
doua solutii polinomiale liniar independente atunci ele ar forma o baza in spatiul
solutiilor si prin urmare toate solutiile ar fi polinomiale. Cautand solutii dezvoltabile

in serie de puteri
oo
y(z) = Z ™
m=0

aratam ca ecuatia admite atat solutii polinomiale cat gi nepolinomiale. Deoarece in

domeniul de convergenta

[o¢] (o)
Y (x) = Z mepmz™ L, y'(x) = Z m(m — 1)cpa™ >
m=1

m=2
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inlocuind in ecuatie obtinem relatia
[2c2 + n(n+1)co]l + [3-2c3+ (n—1)(n+2)cq]z + -
+[(m+2)(m+ Demsa+ (n—m)(m+n+ eyl +--- =0
din care rezulta
(m+2)(m+ 1)eme2+ (n—m)(m+n+1)c, =0, oricare ar i m € N.

Alegénd ¢y =1, ¢; = 0 obtinem solutia

iy =1- D e (=Dl D)o

iar alegand ¢y = 0, c¢; = 1 obtinem solutia

mn—1n+2) 3 (n=3)(n—1)(n+2)(n+4) ;5

Deoarece
lim lem+2] o (m—n)im+n+1) 1
m=oo ¢  m=oo  (m+2)(m+1)

solutiile yo si y1 sunt convergente pentru |z2| < 1, adici pentru |z| < 1. Daci n este
numar par atunci g este solutie polinomiala (seria are un numar finit de coeficienti
nenuli) iar y; este solutie nepolinomiald. Dacd n este numar impar atunci y; este

solutie polinomiala si yo nepolinomiala. =
Propozitia 4.6 Solutia polinomiala a ecuatiet

(1—a?)y" —2zy +n(n+1)y=0
care verificd conditia y(1) = 1 este polinomul Legendre P,.

Demonstratie. Fie u(z) = (2% — 1)". Avem

u = 2nx 3
x* —1

adica

(% — 1)/ = 2nz u.
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Derivand relatia anterioara de (k + 1) ori folosind formula lui Leibniz

k+1 ] '
(fg)(’“rl) _ Z C/Z‘—i—l f(J) g(k+1—3)
5=0
obtinem
(2?2 = D)u* D) £ 2(k + 1) zu*+) 42 (k—;l)k u® = 2nz uFHY) £ 2k + 1)nzu®).

1

—ow relatia rezultata gi inlocuind & cu n rezulta

Inmultind cu
(1 —22)(u™)" = 22(u™) +n(n+ Du™ =0

adica
(1—a2?)P! —2xP! +n(n+1)P, = 0. «

Propozitia 4.7 (Seria binomiald) Dezvoltand in serie Taylor in jurul lui 0 functia
f:(=1,1) —R, flz)=(1+2)*= ca In(1+a)

obtinem

-1 —1)(a—2
(1+x)a=1+ax+a(a2‘ )x2+a(a 3)|(a )x3+-~‘

Demonstratie. Deoarece
F@) =142 =ala—1)...(a—=n+1) (1 +2)*"

seria Taylor corespunzatoare lui f

') ., f(0)

este seria de puteri
-1 —(a—2
1+o¢x+7a(a )x2+a(a (o )x3—|----
2! 3!
cu raza de convergenta
o —n + 1]
R = h - ]. n
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Teorema 4.8 (Functia generatoare). Pentru x € (—1,1) gi t intr-o vecindtate sufi-

cient de mica a lui 0 avem

\/1—2xt+t HZ:O

Demonstratie. Fie x € (—1,1) si 7, un drum inchis care se roteste o data in jurul

lui z in sens direct (a se vedea figura 4.2).

Figura 4.2
Utilizand formula lui Cauchy obtinem
no Pul(@)t" = 32020 gige((a® — 1)1
= 00 e s by, (pyerd

= L 3, 9 {(‘Z _1)} L_dz.

2mi 2(z—zx) z—x

( 1)t’ < 1 avem

Pentru ¢ intr-

[e'S) n 0 221"
D oneo Po(2) t" = ﬁ Yo ziz n=0 [(Q(Z—x))t} dz

_ 1 R U
T 27 vz z—x 1_(z2—1)t dz
2(z—wx)

_ 1 dz

T Jys —t224224t—2x
Punctele singulare ale functiei f de sub integrala

1— 1= 2zt + 2 . 14++v1— 2zt +t2

Z1 = St Z9 =
t t
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verifica relatiile limy_,g 21 = = §i limy_,g |22| = 0o. Pentru ¢ intr-o vecinatate destul

de mica a lui 0 din teorema reziduurilor rezulta
Yoo Pu(z)t" = % 2riRez,, f = 2lim,_.,, (z — z1) f(2)

— : 1 _ —2 _ 1
= 211mz—>21 (Z — Zl) 71‘/(2721)(27,22) = t(Zl*ZQ) = 7/7172:&«%1‘/2 . .

Teorema 4.9 Polinoamele Legendre verifica relatia de recurentd
(n+1)Ppti(z) — (2n+ 1)zPy(x) + nPy—1(x) =0
oricare ar fin > 1.

Demonstratie. Derivand in raport cu t relatia

V1—2at + 12 23:t—|—t2 kzo

obtinem relatia

(172xt+t2)\/172mt+t2 s

care se mai poate scrie

(z—1) Zpk 1—2xt+t22kp )t
k=0

Identificand coeficientii lui " din cei doi membri a ultimei identitati obtinem relatia

de recurenta din enuntul teoremei. =

Teorema 4.10 (Norma polinoamelor Legendre) Avem

2 2

. (P, P, Sm
o1 0 P P=gme

|1 Pnll =

Demonstratie. Integrand de n ori prin parti obtinem

[1Pal[? = (Pa, Pa) = [2; Pa [(2® = )" da

n' 2”

= GV 1 P (2)(a? — 1)"da,

n!2mn
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Deoarece |
PP@) = @~ 1) = 20
avem —1)" (2n)! 1 —1)"(2n)!
1Pa]1* = (n‘12)” 512‘21 /_1(302 — L)t = : (nt2m)2 ™"
unde

1
I, = / (2% — 1)"dx.
-1
Utilizand relatia de recurenta (obtinuta integrand prin parti)
L= [2(2? = D)"de = [* (2% = 1)(2? = 1)" \dz

= [ @ = V) dr — Ly = S — s

care conduce la

2 22n+1 ! 2
A L S il U0
2n+1 (2n +1)!
obtinem
1P| = (—=1)™(2n)! I (—1)"(2n)! L, 22 (n])?2 2
117 = =

(n'27)2 " (nl2n)2 (= Cn+ 1) 2n+1 "

Observatia 4.1 Se poate arata ca sirul de polinoame

2n+1
neN

este o baza ortonormati in spatiul Hilbert L?(—1,1).
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4.2 Functii Legendre asociate

Definitia 4.11 Functiile
B (<11 R @) = (-2 TR @)

unde €N gime{0,1,...,1} sunt numite functii Legendre asociate.

Exercitiul 4.2 Si se determine Py, P, P!, P), Ps si P.

Rezolvare. Deoarece Py(z) =1, Pi(z) = z si Pa(x) = %:UQ _ % avermn
Fi(z) =1 Pp(w) =@ PY(x) = 342 — 1
Pl(z) =vV1—2a? Pl(z) = 3av/1— 22
Pi(z) = 3(1 — x?)

Teorema 4.12 Fcuatia (numitd ecuatia functiilor Legendre asociate)

(1—z%)y" — 22y +

m2
)\—1_332]y—0 (4.1)

admite in cazul A =1(l+1) cul € {m, m+1, ...} ca solutie functia P".

Demonstratie. Functia
y(x) = (1 - %)% 2(x)

verifica ecuatia (4.1) daca si numai daca z este solutie a ecuatiei
(1—a22)2" —2(m+ 1)z +[I[(1+1) —m(m + 1)z = 0.
Polinomul Legendre P, verifica ecuatia
(1 —2?)P —22P/ +1(1+1)P, = 0.
Derivand aceasta relatie de m ori obtinem relatia

(1—22)(P"™)" = 2(m + Da(P™) + 1 + 1) = m(m + 1)]B™ = 0.
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Observatia 4.2 Utilizand formula lui Rodrigues obtinem relatia

Pa) = (1 -2 3P (@) = 7 (1 - 2?)

l'].21 [(.’132 o 1)l](l+m)

care are sens si pentru m € {—Il, =l +1, ..., —1}. Mai mult, se poate arata ca P/"

verifica ecuatia

1— 2 " 9 o
(I—2%)y" =22y + o7

2
A m]yzo
oricarear ile Ngime {-l, =l +1,...,1—1,1}.

Teorema 4.13 (Norma functiilor Legendre asociate) Avem

2 (I+m)! , 2 (I+m)!

P = ) e PPy = T
IE =g oy 0 E B = 509 S

u-

oricare ar fim € N gi [,I' € {m, m+1, m+2, ...}.
Demonstratie. Derivand de m ori ecuatia

(1 —a2) P (&) — 22 Pl(w) + 1(1 + 1) () = 0
verificata de polinomul Legendre P; obtinem relatia

(1—2?) Pl(m+2) (x) — 2mx Pl(mH)(x) —m(m —1) Pl(m) (2)

—22 P (@) — 2m P (1) +1(1 + 1) P (2) = 0
care dupa inmultirea cu (1 — 22)™ se poate scrie sub forma

(1= 2™ B @)) = —[(+ 1) = m(m +1)] (1 = 22)™ B ().
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Pentru m > 0, utilizand integrarea prin parti gi relatia precedenta obtinem
(P, Py = [, (10— 22y P (2) P (2) da
= (122" P (@) PV |Ly = [N [(1=a2) B (@) BV (@) da
= (I =m+ 1) +m) [0 =2 P @) P (@) da
= —m+1)({+m)(P"t prt
=(l-m+1)((-m+2)(I+m—1)1+m)(P" 2 P2 =
=(=m+ D) —m+2)...(+m)(P, PP) = 521 Gk G- »

Observatia 4.3 Se poate arata ca oricare ar fi m € N sistemul

2n+1({0—-m)! .
2 (I+m)! u
) le{mm+1,...}

este o bazd ortonormati in spatiul Hilbert L?(—1,1). Utilizand schimbarea de vari-

abila x = cos 0 rezulta imediat ca sistemul de functii

2n+1(—m) .,
(T o)

este un sistem ortonormat in raport cu produsul scalar

le{m,m+1,...}

(fi9) = /OTr £(0)g(8) sinb db.
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4.3 Functii sferice

Observatia 4.4 In coordonate sferice (a se vedea figura 4.3)

Figura 4.3

x =7 sinf cosp
y=rsinf siny
z=r cosf
punctele sferei unitate
S={(r,y,2) | 2 +y*+22=1}
sunt complet descrise de variabilele unghiulare 6 si .
Definitia 4.14 Functiile Y™ : § — R,
P™(cos®) cosmy daca m e {0,1,...,1}
Y™ (0, ) = { ] .
P (cosf) sinmy daca me{-l,-l+1,...,—1}
se numesc functii sferice fundamentale.
Exercitiul 4.3 Si se determine Y, Y1, Y, Y1, Y5 2, Y5 1, VY, Vi si Y2
Rezolvare. Deoarece
Pd(z)=1 PP(z) ==z PY(z) = 32% —

Pl(z) = V1 — 22 Ps(z) = 321 — 22
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avem
YY(0,0) =1 Y, (0, ) = —3sin? 0 sin 2
Y, 10, 0) = —3sinf cosf sing
Y16, 9) = —sinfsinp YP(0,¢) = 3 cos® 0 —
Y2(6, ) = cosd Y31(6, ) = 3cosf sinf cos
Y6, ) = sinf cos p YZ(6,¢) = 3sin? 0 cos 2
Observatia 4.5 Functiile /" fiind definite oricare ar fi m e {=l, =l+1, -, -1, 1}

putem considera functiile (numite de asemenea functii sferice fundamentale)
VS €, Y(0.¢) = P"(cost) e
oricarear il e Ngim e {-l, =l +1,...,1—1,1}.
Teorema 4.15 Sistemul de functii
_ |
{\/27r(21l:;0m) E§+ mi' Ylm(e,@} €N
me{-l,I+1,...,1}

este un sistem ortonormat in raport cu produsul scalar

T 27
(f,9) :/0 /0 f(0,0)g(8,p) sing dpdf.

Demonstratie. Deoarece

o 0 daca m#m/
/ cosmy cosm'odp = m (14 Som) Oy = ¢ ™ daca m=m/ #0
0 27 daca m=m'=0

in cazul m > 0, m/ > 0 utilizand schimbarea de variabild x = cos 6 obtinem

(Y™, Yy = [T 27 P (cos 0) P (cos §) cosmep cosm!p sinf dy df

1 l !
= (14+60m) e 1y PI™(@) P (@) d = 5775 G529 (14 00m) S Ot
Similar se analizeaza celelalte cazuri. =
Observatia 4.6 Se poate arata ca sistemul ortonormat considerat in teorema prece-

denta este o baza ortonormats in spatiul L2(S) al functiilor de patrat integrabil

definite pe suprafata sferei unitate.
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4.4 Problema Dirichlet pentru ecuatia Laplace

Expresia in coordonate sferice a operatorului diferential

numit laplacean, este
1 9 ) 1 9 ) 1 0?
A== (2l < 9) LN,
2 oy <T 67“) T2 sne 00 \""90) T 12 sinZg 0,2
Propozitia 4.16 Functia
u(r,0,¢) = R(r)Y (0, ) = R(r) T(0) F(p)

este solutie a ecuatiei Laplace

Au=0 (4.2)

daca exista constantele p st A astfel incat

a) Functia F verifica

F' 4 uF =0
(4.3)
F(p+2m) = F(p)
b) Functia y(x) = T (arccos x) verificd
(1—a)y" — 2wy + [A— 25| y = 0
(4.4)
y(£1) = finit
¢) Functia R verifica ecuatia Euler
rR"+2r R — AR =0. (4.5)

Demonstratie. Cautand pentru ecuatia (4.2) solutii de forma u(r, 0, ¢) = R(r) Y (6, )

obtinem relatia

PR (6,9) + =

R(r)[ 1 a( 8Y> 1 9%y

s 96 "0 55 ) T Gn7g 9.2
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pe care o scriem sub forma

1 0 («inpdY 1 9%y
r?R"+2r R w0 00 (sm@m) T 70 opr
R B —Y(0,¢)

Deoarece membrul stang este o functie de r si membrul drept este o functie de 6 si ¢
egalitatea precedenta este posibila numai daca functiile R g1 Y sunt astfel incat cei
doi membri sunt functii constante egale. Notand cu A constanta respectiva rezulta

ca R trebuie sa fie astfel Incat
”R'+2rR —AR=0

si Y astfel incat

1 0 /. 0Y 1 0%
smeae<sm"ae)+smzew“y—°'

Cautand pentru ultima ecuatie solutii de forma Y (0, ¢) = T'(8) F(p) obtinem relatia

sing L (sn0T'(6)) F(g) + T(6) F'() + A sin® 6T(0) F () = 0
pe care o scriem sub forma
sin? 0 7"(0) + sin 6 cos 0 T'(0) + A sin> 0 T(6)  F' ()
T(9) —F(p)

Membrul stang fiind o functie de 6 gsi membrul drept una de ¢, egalitatea este posibila

numai daca exista o constanta p astfel incat
F'(@) + nF(p) =0
si
sin? 0 T"(0) + sin® cos O T'(0) + X sin® 0 T'(0) — nT(0) = 0.
In ultima ecuatie utilizam schimbarea de variabila x = cos# care conduce la

d _dz d ——sin@i:— 1—1:2i.

do ~ do dx dx dx

Notand y(z) = T'(arccos z) deducem ca functia y trebuie sa verifice ecuatia

—(1—zHV1-— xQdi (— 1-— xz?) —z(1— :c%j—i + M1 —2?) —ply =0

X T
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care se poate scrie sub forma

1— 2 " _ ond
(1 —2%)y" —2zy + a2

2
p - ]y:O.

Propozitia 4.17

a) Dacd p = m?

cu m € N atunci solutia generald a ecuatiei (4.3) este
F(p) = am cosmp + by, sinmep

unde a,, $i b, sunt constante arbitrare.
b) Dacipp=m? cum €N giX=1(+1) cul € {m, m+1, m+2,...} atunci
ecuatia (4.4) admite ca solutie functia Legendre asociata P™.
¢) Daca A\ =1(1+1) cul € N atunci solutia generald a ecuatiei (4.5) este
B
_ l l
R(T) = Al r 4+ m
Demonstratie. a) Avem F"(p)+m? F(p)=0 si F(p+27)=F(p), oricare ar fi (.
b) Afirmatia rezulta din teorema 4.12.
c) Utilizdm schimbarea de variabild r = e’ si de functie Z(t) = R(e!) care conduce

lat=Inr, d% =et % si la ecuatia

Z"+ 7' -1+ 1)Z=0
cu solutia generald Z(t) = A; e + Bje~ (Dt Solutia generald a ecuatiei (4.5) este

B
R(T) — Z(IDT) = A el Inr 1+ B ef(lJrl)lnr = A rl + TH_ll. .

Observatia 4.7 Din ultimele doua propozitii rezulta ca functiile de forma
u(r,0,¢) = R(r) Y (0, ) = R(r) T(0) F(¢)
= (Al rt+ %) P/ (cos ) (am cosmep + by, sinme)

= (A + 1) (@ Y/™(0,9) = b Y, (6,90))

sunt solutii ale ecuatiei Laplace, oricare ar fi m € Ngil € {m, m+1, m+2,...}.
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Definitia 4.18 Functiile de forma

l
p) = Z aim Y, (0, ¢)

m=-—I

cu l € N sunt numite functii sferice de ordinul [.

Observatia 4.8 Functiile de forma

B
u(r0,0) = (7' + 25 ) 16

cu | € N sunt solutii ale ecuatiei Laplace. Deoarece ecuatia Laplace este o ecuatie

liniara, orice suma finita de astfel de solutii este solutie. Mai mult, orice serie
u(r, 6, ) Z“l (r,0,9)

care este convergenta si poate fi derivata termen cu termen defineste o solutie

u(r, 0, p) a ecuatiei Laplace.

Teorema 4.19 Fie
fiAd(@y2)| 2> +y*+2°=R*} —R

o functie continua. Problema Dirichlet interioard

{ Au =0
u(R,0,¢) = f(0,¢)
admite solutia w:{ (v,y,2) | 22 +y*+22 < R?} — R,
uro0) =3 (3) > a0,
=0 m=—I

iar problema Dirichlet exterioard solutia w: { (z,y,2) | 22 +y*>+22> R?>} — R,

00 R +1 l
U(ﬁ 0, 90) - Z <7“) Z Alm Yim(a ()0>
=0 m=—1

unde
20+ 1 (I = |m|)!

27 (1 + bom) (I + [m])!

Y™, f)- (4.6)

Aim =
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Demonstratie. Functiile indicate sunt solu‘gii ale ecuatiei Laplace si

R 9780 Z Z aim Y 7 )

=0 m=—1
Relatia (4.6) rezulta din teorema 4.15. =

Exercitiul 4.4 Sa se determine solutia problemei Dirichlet

Au=0
u(R,0,¢) =sin?#6 cos (2¢ — T) + sinf sinp

in interiorul sferei de raza R cu centrul in origine.

Rezolvare. Stim ca solutia este de forma

ur0.0) =3 (%) S Y0,

=0 m=-—1
si
u(R,0,p) = Z Z am Y™ (0, ) = sin? 6 cos <2<,0—4>—{—81n9 sin .
=0 m=-1
Deoarece (a se vedea exercitiul 4.3)

V2o V2
6

sin? @ cos (290 — 4) +sinf sinp = YZ(0,0) — ~—— Y5 2(0,0) + Y{(0, 0)

prin identificare obtinem ca

1 dacal=1sim=1
% dacal=2sim=2

e —% dacal=2sim= -2
0 in alte cazuri

si deci solutia problemei considerate este
u(r,6,9) = 2 (§)° Y2(0.9) = 2 ()7 Y2 2(0.9) + 1 Y1 (6,%)

r

- (F)Q sin? 0 cos (2 — F) + % sin 6 sin .
Observatia 4.9 Programul MATHEMATICA oferd importante facilitati in ceea ce

privegte polinoamele Legendre, functiile Legendre asociate si functiile sferice.
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Capitolul 5

Transformarea Fourier

5.1 Distributii temperate

Propozitia 5.1 Spatiul S(R) al functiilor indefinit derivabile
p:R— C
cu proprietatea ca oricare ar fi k,m € N exista o constantd cy., astfel incat
|zF (™) (2)] < Chk,m oricare ar fi xr €R
considerat impreunda cu operatiile de adunare si inmulfire cu scalari uzuale
(e +9)(x) =p() +4(x),  (Ap)(z)=Aep(z)
este un spatiu vectorial complex (numit spatiul functiilor de proba [17]).

Demonstratie. Deoarece
(¥ (0 + ) ()] < |a* ot ()] + |a* ) ()|
2% (A @)™ (@)] = [A] 2" o™ ()]

operatiile adunare si inmultire cu scalari sunt bine definite, adica

Zi‘g% } — o+ e SR)

141
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si
e S(R
fec( ) } — \p € S(R).

Verificarea axiomelor spatiului vectorial este imediata. =

Exercitiul 5.1 Oricare ar fi a € (0,00) functia
p:R—C,  o(x)=e€"
apartine spatiului S(R).

Definitia 5.2 Spunem ca sirul (¢n)n>0 din S(R) converge la functia constanta O

Jim, on =0

daca

su k. _(m) ’n—>oo

p|z" @ (z)| — 0

reR
oricare ar fi k,m € N,
Definitia 5.3 Spunem cd o functie liniard

f:SR)—C
este continua dacad
amen=0 = [l flen) =0

Definitia 5.4 Prin distributie temperata se ingelege o aplicatie
f:S(R) —C
care este liniard si continua. In cazul unei distributii f in loc de f(p) scriem (f, ).
Propozitia 5.5 Spatiul distributiilor temperate
S'R)=1{ f:S8R) — C | f este liniara si continua }
considerat impreund cu operatiile de adunare i inmultire cu scalari

(f+g,9)={f, o)+ (9,9, (A f0) =M (f. )

este un spatiu vectorial.
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Definitia 5.6 Spunem ca functia

fiR—C
este local integrabila daca este integrabila pe orice interval marginit.
Exemplul 5.2 Orice functie continua f : R — C este local integrabila.
Definitia 5.7 Spunem ca functia

fiR—C

este cu crestere lenta daca exista k € N gi M € (0,00) astfel incat

|f ()]

— = < M ortcare ar fi x € R.
(14 22)F — f

Exemplul 5.3 Orice functie polinomialad este o functie cu cregtere lenta. Functiile
R— R: z—sinz 81 R— R: z+—cosz
fiind marginite, sunt evident functii cu crestere lenta. Functia exponentiala
R—R: z—¢
nu este o functie cu crestere lenta.

Propozitia 5.8 Dacd functia local integrabila f : R — C este cu crestere lentd

atunci aplicatia
Ty SE®) — € (Tne) = [ f@)e)ds

este distributie temperata.

Demonstratie. Aplicatia T este liniara

(Ty, ap + pp) = (T, 0) + B(Ty, ).
Functia f fiind cu crestere lenta, exista k € N gi M € (0, 00) astfel incat

|/ ()]

m <M oricare ar i = € R.
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Daca (¢n)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci

sup|a™ ga(x)] "= 0
TER
oricare ar fi m € N gi prin urmare
Ty, )l = |[7% F(@) pul@) da| < [, £ (@) [n()] de
= 2% B (1 + 2 ()| da < M 25 |(14 )iy (2)| da
0 22kt (2
= Mffoo e 1)+x £u(2) dr < MZkJrl k—i—l f 1+x2 2l dx

< MZkH Ck+1 SUPger ]:1: on()] f 1+x2 dx

<mM ZkH Cili1 SUPyer |x on ()] =0
adica
lim (T, ¢n) = 0. a

n—oo

Definitia 5.9 Distributiile temperate definite de functii local integrabile cu crestere
lenta sunt numite distributii regulate sau de tip functie. Celelalte distributii sunt

numite distributii singulare.

Observatia 5.1 Utilizam notatia 7y pentru distributia corespunzatoare functiei
clasice f pentru a sesiza mai usor unde avem o functie clasicd si unde avem o
distributie. In mod uzual, in loc de T se scrie tot f, deducandu-se din context daca
este vorba despre functie clasica sau distributia corespunzatoare. Cititorul stie din
scoala ca la introducerea numerelor intregi, pentru a defini mai usor operatiile cu
numere Intregi, se noteaza cu +1 numarul intreg corespunzator numarului natural 1,
cu +2 numarul intreg corespunzator numéarului natural 2, etc. Dupéa familiarizarea

cu numerele intregi in loc de +1 se scrie 1, in loc de +2 se scrie 2, etc.

Propozitia 5.10 (Distributia Dirac). Aplicatia
5a : S(R) B (C’ <5a, 90> = QO((I)

este o distributie temperatd, oricare ar fi a € R.
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Demonstratie. Aplicatia J, este liniara

<5a7 o + /6¢> - acp(a) + /8¢<a) - a<5au 90> + /6<5a7/6>'

Daca (¢n)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci

n—oo

sup |on ()| — 0
TER

si prin urmare
n—oo

[(0as on)| = lpn(a)] < sup [on(T)] — 0.

Observatia 5.2 Se poate arata ca distributia Dirac é, este o distributie singulara.

In cazul in care a = 0 1n loc de §g se scrie simplu 9§, adica avem
5:S(R)—C,  (6,¢) = l0).
Propozitia 5.11 (Derivarea distributiilor). Daca
f:SR)—C
este o distributie temperata atunci aplicatia
flr8®)—cC,  (fo)=—(f¢)
este de asemenea o distribufie temperatda, numitd derivata lui f.

Demonstratie. Aplicatia f’ este liniara

(f',ap+ BY) = —(f. a9’ + BY) = —a(f, &) — B{f,¥) = a{f', ) + B{f',¥).

Daca (¢n)n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci sirul (¢, )n>0 este un sir

din S(R) convergent la 0 gi prin urmare

n—oo

Observatia 5.3 Orice distributie temperata este indefinit derivabild. Derivata de

ordin k a unei distributii f este distributia

fB SR —cC,  (fW,0) = (—1)%(f, ™)
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Exemplul 5.4 Functia Heaviside

0 daca =<0
H:R—R, H(w):{l daca x>0

fiind local integrabila si cu crestere lenta defineste distributia temperata

o0

Ty : S(R) — C, (TH,@:/

—0o0

H@)¢(@)da = [~ pla)ds
si -
(T, ¢) = —(H, ) = — /0 ¢ (@) do = —p()[3 = (0) = (5, 4)

adica avem

(Ty) = 6.

Observatia 5.4 Functia Heaviside nu este derivabila in 0

oy )0 daca x # 0
H(z) = { nu exista daca x =0

dar distributia corespunzatoare este indefinit derivabila

(TH)I _ 6, (TH)// — 5/’ (T )/// 5//

Exercitiul 5.5 Fie functia

22 daca x <0

f:R—R, f(x):{\/;f—i—Z daca x > 0.

Sa se arate ca
(Ty) =Ty + 26
Rezolvare. Integrand prin parti obtinem
(Ty)'s ) = <Tf ') == 2% f(@) ¢ (x) dx
= [0 22§ (x) da + [T +2)¢ () do
= g2 o(x)]Y o + f 2z o(z) dx
«/5 +2)p(@)|§ + [ grel) do
= 20(0) + 2 f'(x) pla) dz = {(Ty7) + 26, )
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unde f’ este derivata clasica

2x daca x <0
f (v) = nu exista daca =0
ﬁ daca x>0

prelungita arbitrar in = = 0.

Observatia 5.5 Daca functia f : R — R este derivabila clasic atunci derivata
(Ty): S®) — C,
(Ty) s 0) = =Ty, ) = = [Z 2" ¢ (x) da
= —a2" ¢ (2)|% + [T 2" ¢ (x) dx
= [Zna" (@) do = 7, f'(2) o(x) da

a distributiei Ty este distributia regulata definitd de derivata clasica f’ : R — R.
De exemplu, derivata distributiei regulate corespunzatoare functiei f(x) = x™ este

distributia regulata care corespunde functiei f/(z) = nz" !
(Txn)/ — Tnxn—l.

Derivarea in sensul distributiilor prelungeste operatia de derivare clasica la cazuri

in care ea nu este aplicabila.
Propozitia 5.12 (Multiplicarea unei distributii cu x*) Dacd k € N si
f:SR)—C
este o distributie temperata atunci aplicatia
fSR)—C,  (@f0) = (f,2")
este de asemenea o distributie temperata.

Demonstratie. Aplicatia z¥ f este liniara

(" f, a0 + BY) = alf, 2"p) + B(f, 2"¥) = a(a" f,¢) + Bla" £, ).
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Daci (5 )n>0 este un sir din S(R) convergent la 0 atunci sirul (z¥¢,,),>0 este un sir

din S(R) convergent la 0 si prin urmare

lim (2% f,0n) = lim (f,2%¢,) = 0. =

n—oo

Observatia 5.6 Se poate arata ca aplicatia

Jf : S(R) — C, (Of ) = (f, 9¢)

este o distributie daca f este distributie si daca ¢ apartine mutimii M(R) a functiilor
indefinit derivabile
9:R—R

cu proprietatea ca oricare ar fi k € N existda m € N gi C € (0,00) Incat
W (z)] < O(1 + |z)™, oricare ar fi z € R.

Exercitiul 5.6 Sa se arate ca daca ¥ € M(R) atunci

Rezolvare. Avem
(904, ) = (0a, Vp) = (Vp)(a) = F(a) p(a) = ¥(a)(da, ) = (¥(a) da, ¥)
oricare ar fi ¢ € S(R).
Exercitiul 5.7 Sa se arate ca relatiile
26 = — k=1 6 = (—1)Fk1 5
au loc oricare ar fi k € {1,2,3,...}.

Rezolvare. Utilizand formula lui Leibniz

(fg)(k) — C;Z f(j) g(k*j)
§=0
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obtinem
(@6®), ) = (00, 29) = (=1)¥(3, (xp)*)) = (~1)*(6, 2p®) + k1)
= (~1)FkptD(0) = —k(~1)51(5, o5 D) = —k(5ED, o) = (k3D )
si
(@0, ) = (61, ) = (—1)¥(0, (2*¢)*)
= (1) (6, Zhog CLM DD ) = (=1)* (8, CEH P ) = ((-1)"K16, )
oricare ar fi ¢ € S(R).

Definitia 5.13 Spunem ca sirul de distributii (fy,)n>0 converge la distributia f

lim f, = f

n—oo
daca

lim (fn, ) = (f, @), oricare ar fi ¢ € S(R).

n—o0

Figura 5.1
Exercitiul 5.8 Functiei (a se vedea figura 5.1 )

daca |x| <

N3

0 daca |z|>

fn:R— R, fn(x):{

3= 3=
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ii corespunde distributia regulata

n [1/n
Ty, : S(R) — C, (Ty,, ) / fnlx = —/ o(z) dz
oricare ar i n € N*. Sa se arate ca

lim T, = 0.

n—oo

Rezolvare. Utilizand schimbarea de variabila ¢ = nx obtinem

limy, oo (T, , ©) = limy, 00 5 fl?/ln (x)dz
=2 3 limy, oo f_l P (%) dt = %f_ll ©(0) dt = ¢(0) = (4, p).
Exercitiul 5.9 Functiei (a se vedea figura 5.2 )

1 sinnzx

fn:R— R, fn(x):; .

ii corespunde distributia regulata

1 [°° sinnx
T, S®) —C (T = [ o) da

T J—c0 T

oricare ar i n € N*. Sa se arate ca

lim Tf =4.

n—oo
Rezolvare. Utilizand relatia (1.10) si schimbarea de variabila t = na obtinem
limy, oo (T}, , 0) = limy oo = [°0 SB2E (1) do
Observatia 5.7 Functia
f:R* — R, flz) =

nu este local integrabila si aplicatia

S(R) — C: (p’_)/_o:ogo(x)
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nu este distributie temperata. Se poate insa arata ca aplicatia

pl : S(R) — C, <77i,g0> = lim (/—8 p(z) do + /:o o() dx>

T eNO \J—co T x

este distributie (numita valoare principald a lui 1.)

Exercitiul 5.10 Sa se arate ca

Rezolvare. Avem
(z-PL o) = (PL o) =lime (/75 22 dp + [ 269 dz)
= [Z% p(@) dz = (1, ¢)

oricare ar fi ¢ € S(R).

Exercitiul 5.11 Fie functia
f R — R, f(z) =In|z|.

Sa se arate aplicatia

f:SR) — C, <f,g0> :ii{% (/O:ln|az|g0(x)dx—|—/:oln|x|gp(:n)d:r:)

este distributie temperata si
~ 1
/
=P-.
(fy =P

Rezolvare. Utilizand integrarea prin parti obtinem

(F)s0) = =(f¢') = limeo (/75 In(~2) p(e) dz + [z p(z) dx)

= limen o (p(e) — o(—¢) + 5, P d + [ “ dxr) = (P, )

oricare ar fi ¢ € S(R).
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5.2 Transformarea Fourier

Definitia 5.14 Fie ¢ : R — C. Functia

FlgiR—c,  Fl©) = [ pw)ds

—00

(in cazul in care existd) se numeste transformata Fourier a lui .

Exercitiul 5.12 Fie a € (0,00) si

‘ ) 1 daca |z|<a
piR—R (’O(x)—{o daca |z| > a.

Sa se arate ca

Flel(e) = 2 sin aé.

Rezolvare. Pentru £ # 0 avem

o ix @ i€x 1 ixa elEa_e—ifa 2 .
5’-'[4,0](5):[ ot gp(x)da::[ e = ote| =IO Baina,

Exercitiul 5.13 Sa se arate ca

2a

f[e_alx‘](g) = a2 + §2

oricare ar fi a € (0, 00).

Rezolvare. Considerand integrala in sensul valorii principale avem

Flealel)(&) = [, elmeall 4y = e el (cos £z + isinéx) da

[e.9]

= [ el coséxdr = 2 [*° e cos £z da.
o) 0
Integrand de doua ori prin parti obtinem relatia

o0
ole " cosérdr = %e_‘n sin fx’o + %fooo e sinéx dx

oo 2 2
a —ax a X —ax a a X _—ax
= —%e coséx| —% e coséxder=5% —-% e coséx dx
2 5 ’0 €2 fo 5 €2 €2 fo E
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adica
o0 a a? [
/ e “eosfrdr = 5 — —2/ e “cos€xdr
0 1 & Jo
din care deducem
/ ) .
—axr
e Yceoslxdr = ————.
0 a? + &2

Propozitia 5.15 Daca ¢ € S(R) atunci transformata Fourier a lui ¢

Flgir—c,  Fll©) = [ p)ds

—0o0

apartine de asemenea spatiului S(R) si au loc relatiile
(FleD® = Fl(iz)*e] Flo™] = (-i€)* Flol.

Demonstratie. Aplicatia F[p| se defineste cu ajutorul unei integrale improprii cu

parametru. Din definitia spatiului S(R) rezulta ca exista M € (0, 00) astfel incat
lz%p(z)] < M oricare ar fi = € R.

Din acesta relatie rezulta ca pentru x # 0 avem majorarea

: M
£
()] < 2.

Convergenta integralei [*°_e¥%p(x) dx rezulta din convergenta integralelor

—0o0

-1 > 1
pe baza criteriului comparatiei. Din faptul ca ¢ descreste la infinit mai repede decat

orice putere a lui x rezulta posibilitatea de a deriva sub integrala de un numar

nelimitat de ori. Se obtine astfel relatia

(Fle))®(€) = /  (i2)* ¢ o(2) da.

—00

convergenta integralei rezultand din existenta unei constante My, € (0, 0o) astfel incat

|2F 2 p(x)| < My, oricare ar fi x € R
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si a majorarii
- M,
. Nk k
()" &% p(2)| < 2

Deducem astfel ca transformata Fourier Fp] : R — C este o functie indefinit

derivabila si cu derivatele functii marginite. Relatia

Flple) = [~ d W@ do = (<) [ e€ipo) do = (—ig) FL©)

—00 —00

obtinuta utilizand integrarea prin parti conduce la egalitatea

€5 Flel(€) ] = | Fle™)(©) |

care arata ca Flp] € S(R). =

Exercitiul 5.14 Sa se arate ca
Fle™™)(§) =/~ e e
oricare ar fi a € (0, 00).

Rezolvare. A se vedea exercitiul 1.5 .

Teorema 5.16 Transformarea Fourier a functiilor de proba

FiS@®) —S®): ¢ Flel,  FiRl©) = [ o)

—00

este o aplicatie bijectiva si inversa ei este transformarea
FUSER) —S®: v FWL FI@) = oo [ e de
Demonstratie. Oricare ar fi a € (0,00) avem
I Flel(€) emaemi6vde = [ [, oly) e dy| e¢*~i€nag

(y—x)?

= [ p(y) |25 €0 e de] dy = \ [T [ oly) e T dy.

Utilizand schimbarea de variabila y = x + 24/at obtinem relatia

/_O:o Flel(€) e €de = 27 /_O:O p(z +2v/at) e dt
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care pentru a \, 0 devine
| Fla© e de =2 [~ plw)e = 2m o) (5.1)

adica
FUFlell = ¢

oricare ar fi ¢ € S(R). Relatia (5.1) s-a obtinut utilizand formula

/ e dt = /7.

—00

Similar se poate arata ca
FIF el = . n

Observatia 5.8 Din relatia (5.1) care se poate scrie sub forma

[ o] it

rezulta variantele alternative pentru definitia transformarii Fourier

FIRE = o= [ e F @) = = [ e e
FO = = [ e p@ydr  F @) = o= [ e as

Observatia 5.9 Transformarile Fourier directa si inversa au expresii foarte asem-

anatoare. Utilizand schimbarea de variabild £ = —y obtinem

FUlw) = o [ e @ de= o [ dmiy)dy = - Flil)

unde 1]} este aplicatia
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Teorema 5.17 Daca k € (0,00) atunci transformarea

FiS® —S®): o Flel, Q) = [ pa)ds

este bijectivd si inversa ei este transformarea

FLiS® — S®: v Fl), FWI@) = o [ e de
Demonstratie. Oricare ar fi a € (0,00) avem
25 Flol(©) o7 mmmdg = [0, 175 ply) o0 dy] oo —inEe g

_ w2 (y—=)?

= /2 v(y) [fi";o elrt(y—a) g=as” dﬁ} dy = \/§ I oy e T dy.

Utilizand schimbarea de variabila y = = + 2%16 obtinem relatia

[w Flo)(€) e 67 de = 2\:? [w @ <x n Q\ft) o dt

care pentru a \, 0 devine

[” Al ie =T [" oo tar="ow 6
adica
FFel = ¢

oricare ar fi ¢ € S(R). Relatia (5.2) s-a obtinut utilizand formula
/ e dt = /7.

Similar se poate arata ca

FIF el = ¢ n
Observatia 5.10 Alegand k = 27 obtinem variantele alternative pentru definitia
transformarii Fourier

Flol© = [ oy Fw) = [ e e dg

i o
Fl©) = [ e o Fllw) = [ e ds

— 00
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Teorema 5.18 Daca
f:SR)—C

este o distributie temperata atunci aplicatia

FU:8®) —¢C,  (Flfl,p) =}, Fle))

este de asemenea o distributie temperata (numitd transformata Fourier a lui f).
Demonstratie. A se vedea [17].

Propozitia 5.19 Transformarea Fourier a distributiilor
F:SR)—S'®R): f=FIf], (Flflo) = {f,Fle])
este bijectivd gi inversa, ei este
F L8R —S®R): f=F U, (F e = (FF )

Demonstratie. Avem

si

oricare ar fi ¢ € S(R) si f € S'(R). =
Exercitiul 5.15 Si se arate ca

Fo)=1 F1] = 2mo.
Rezolvare. Avem

(FBl9) = (6.Flel) = Flel0) = [ ™playdo = [~ playde = (L¢)

— 00

(FI, @) = (1, Flel) = (FI8], 20 F~[g]) = (8, 21¢) = 27m0(0) = (278, ).

oricare ar fi ¢ € S(R).
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Propozitia 5.20 Relatiile

(FID® = Fliz)" £] FIFW) = (-ie)* FIf).
au loc oricare ar fi distributia temperata f

Demonstratie. Utilizand proprietatile transformarii Fourier a functiilor de proba

(propozitia 5.15) obtinem
(FIMW, @) = (LMF[f],®) = (=DF(f, Flp®))
= (=1)(f, (-1 Flo]) = ()" f, Fle]) = (FIG&)* fl. 0)
(FIIPN, ) = (fPB, Flel) = (=D¥(f. (Fle)®)
= (=DM, Flliz)"¢]) = (=D*FLSf], (i2)Fe) = ((—iz)*F[f], ¢)
oricare ar fi ¢ € S(R) si f € S'(R). =
Exercitiul 5.16 Sa se arate ca
Flb4] = €' F B(cﬂl + 5a)] = cos ax Flcosaz] = m(dq + 0—q)-
Rezolvare. Avem

(Flbulv) = Gu Flel) = Flela) = [ p(a)da = (€,¢)

Transformarea Fourier fiind liniara obtinem

1 1 iax —iax
F [2(5a + 5@} =3 (Floa] + Flo-4]) = % = cosax.

Din relatia precedenta rezulta ca
1 1
FHcosax] = 5(5(1 +9_4q).
Dar efectuand schimbarea de variabila z — —x obtinem
(Fleos ax], ¢) = (cosazx, Flpl) = [ cosax (foo eixtap(t)dt) dx

—00

= [% cosax (ffooo e_ixtgp(t)dt) dr = (cosazx, 21 F " gl) = (2nF ~[cos ax], )
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adica

Flcos ax] = 2nF ~cos ax].

Exercitiul 5.17 Sa se arate ca
Fla*] = 2m(—i)k o) FIo®] = (—ig)k.
Rezolvare. Avem
Fla*] = (=) Fl(i2)* 1] = ()" (FIYY = 2n(-0)* 6®

si
FIOW] = (-1 3] = (<191 = (-ig)"

Observatia 5.11 Transformarea Fourier joaca un rol fundamental in matematica

m .
/ €% ok dy
—00

nefiind convergenta pentru k € N, rezultd cd functiile constante si cele polino-

si in aplicatiile ei. Integrala

miale nu admit transformate Fourier daca ne limitam la abordarea clasica. Uti-
lizarea distributiilor temperate largeste considerabil posibilitatile de utilizare a trans-

formarii Fourier.

Exercitiul 5.18 Fie Ty distributia regulata corespunzatoare functiei Heaviside

0 daca <0

H:R—R, H(x):{l daca x> 0.

Sa se arate ca

FlTy) = —177; +7é.

Rezolvare. Plecand de la relatia (Ty)" = ¢ deducem succesiv
Fl(Tu)] =1
—ixz F [TH] =1
FlTy)=—-iPLl+Cs
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unde C' este o constanta. Ultima relatie este echivalenta cu

(FlTH], ) = —i <73;, g0> + C(6, ), oricare ar fi ¢ € S(R).

Deoarece
(FITa),e™) = (T, Fle™*)) = (Tar, /e~ T)

= e (8 de = 2w (e Pdt = 7

1 . —& g’ 00 g~
P—,e = lim / d$+/ de | =
X e\0 -0 L € €

rezult’ ci in cazul (z) = e~ relatia (5.3) devine m = C (4, ey = (.
2

Exercitiul 5.19 Sa se arate ca

1 .
F [P] = i Tsign.
x
unde Tien este distributia regulatd corespunzatoare functiei

—1 daca x <0

sign : R — R, sign(z) =¢ 0 daca =0
1 daca x > 0.

Rezolvare. Plecand de la relatia o - P2 = 1 deducem succesiv
Flo-Pi| =275
—iF [iz-PL| =274
~i(F[Pi]) =2n6
F[PL =2rin+cC

unde C' este o constanta. Ultima relatie este echivalenta cu

<]: [7)1] ,¢> =27 (H, p) + C(1, ), oricare ar fi ¢ € S(R).
x

(5.3)



Deoarece

(i) )= phrte)= b

in cazul ¢(z) = e relatia (5.4) devine
o0 2 o0 2
0:27ri/ e_$d$+0/ e " dx
0 —00

si conduce la C = —mxi. Dar 27i H — i si sign definesc aceeasi distributie .

161
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Capitolul 6

Grupuri si reprezentarile lor
liniare

6.1 Grupuri

Vom prezenta cateva elemente referitoare la grupuri si reprezentarile lor liniare.

Definitia 6.1 Prin grup se intelege o mulfime G pe care este definitd o lege de
compozitie internd
GxG—G: (r,y)—2xy

satisfacand conditiile:

1) (9192)93 = 91(9293), Va1, 92, g3 € G;

2) exista e € G astfel incat ge =eg =g, Vg€ G;

3)  oricare ar fi g € G ewistd g~' € G astfel incit g9~ =g lg=e.
Grupul este numit grup comutativ (sau abelian) dacd, in plus,

4) 9192 = g201 Va1, g2 € G.

Propozitia 6.2 a) Elementul e cu proprietatea
ge=eg=g, VgeG

este unic in G si se numeste element neutru.

1

b) Pentru orice g € G elementul g~* cu proprietatea

g9t =g lg=¢

163
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este unic in G gi se numeste inversul lui g.

Demonstratie. Avem

ge=eg=g, Vg€l .
— €e—=¢€ee =¢€

gel =eg=g, Vgel
si
g9t =g lg=e

— h=he=h(gg™")=(hg)g =eg' =g "
gh=hg=e

Observatia 6.1 In cazul in care in locul notatiei multiplicative g1go se utilizeaza
notatia aditiva g; + g2 elementul neutru este notat cu 0. Elementul h cu proprietatea

h+ g =g+ h =0 este notat cu —g si numit opusul lui g.
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6.2 Reprezentari liniare

Definitia 6.3 Fie G si G' doud grupuri. O aplicafie
f:G—G
este numita morfism de grupuri daca
flg192) = f(gq1) f(g2), Va1, 92 € G.
Exercitiul 6.1 Multimea tuturor automorfismelor unui spatiu vectorial V'
GL(V)={A:V — V | A este liniara si bijectiva }
impreuna cu operatia de compunere este un grup (grupul automorfismelor lui V).

Definitia 6.4 Prin reprezentare liniara a grupului G in spafiul vectorial V peste

corpul K (numita gi reprezentare K-liniara) se ingtelege un morfism de grupuri
T:G— GL(V): g—T(9)
adica o aplicatie astfel incat
T(g192) = T(91) T(g2), Vg1, g2 € G.
Dimensiunea reprezentarii este prin definitie dimensiunea spatiului vectorial V.
Exercitiul 6.2 Multimea matricelor inversabile de ordinul n cu elemente din K
GL(n,K) ={A € Mpxn(K)| det A#0}
impreuna cu inmultirea matricelor este grup (se numeste grupul general linear).

Definitia 6.5 Prin reprezentare matriceala n-dimensionald a unui grup G se intelege

un morfism de grupuri de forma
T:G— GL(n,K): g—T(g).

Reprezentarea este numita reald in cazul K =R st complexd in cazul K = C.
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Propozitia 6.6 Fie V un spatiu vectorial peste corpul K. Dacd {ey,ea,...,e,} este
0 baza a lui 'V gi
T:G— GL(V): g—T(g)

o reprezentare liniard a unui grup G in 'V atunci aplicatia

tin(g) tiz(g) -+ tin(g)
tar(g) taa(g) -+ t2n(g)
7:G— GL(n,K): g—T(g) =
tn1(g) tn2(9) tnn(9)
unde elementele t;;(g) sunt astfel incat
T(g)ej =Y tij(9)ei,  VgeG, Vjie{l,2,...n}
i=1

este o reprezentare matriceald n-dimensionald a lui G.
Demonstratie. Deoarece T'(g192) = T'(g1) T'(g2), din relatiile
T(gr92)e; = 2it1tij(g192)€i
T(g1) T(g2)e; =T (g1) >k=1tij(92)ex = > k=1 tij(92)T (91)ex
=D k=1 trj(92) 2ot tir(g1)e

= i1 (k=1 tie(91)tri(g2)) €

rezulta ca
n

tlj(gIQQ) = Z tlk’(gl)tk](g2)7 VZ,] € {1727 7n}
k=1

adica 7 (g192) =T (g1) 7 (g2)- =

Observatia 6.2 Matricea 7 (g) este matricea transformarii liniare 7'(g) : V. — V
in raport cu baza considerata. Alegand o altd baza {e], €, ..., €], } se poate defini in

mod similar reprezentarea

T :G— GL(n,K): g— T'(g).
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Stim 1nsa ca cele doua reprezentari matriceale sunt legate prin relatia
T'(9)=5"T(9)S, Vged

unde S este matricea de trecere de la baza {e1, ez, ...,e,} la {e], €5, ..., e }.

Definitia 6.7 Doud reprezentari matriceale n-dimensionale peste K ale unui grup
T, : G — GL(n,K) st T3 : G — GL(n,K)
sunt numite echivalente daca exista S € GL(n,K) astfel incat
To(g)=S""Ti(9)S, VgeG.
Exercitiul 6.3 Aplicatia R : R — GL(R?) : t — R(t) unde
R(t) : R* — R?, R(t)(z,y) = (x cost —y sint, x sint + y cost)
este o reprezentare liniara a grupului aditiv (R, +) in spatiul vectorial R?.

Alegand in R? baza {e; = (1,0), ez = (0,1)} obtinem reprezentarea matriceals

cost —sint
RR—WWMMHWF<mth>

Rezolvare. Avem R(t + s) = R(t) R(s).
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6.3 Reprezentari ireductibile

Definitia 6.8 Doud reprezentari liniare n-dimensionale peste K ale unui grup G
T :G— GL(W) si Ty : G — GL(V?)
sunt numite echivalente dacd existd un izomorfism liniar S : Vi — V4 astfel incdt
Ti(9) =S 'Ta(9)S, Vgedq

adica astfel incat diagrama

‘/1 Tl (g) > Vl
S S
‘/2 T2 (g) - V2

este comutativa.

Definitia 6.9 Fie T : G — GL(V) o reprezentare liniara a grupului G in V.

Spunem ca subspatiul vectorial W C V' este invariant fata de T daca
T(g)(W)CW, VgeG.
Definitia 6.10 Spunem ca reprezentarea liniard
T:G— GL(V)

este o reprezentare ireductibila daca singurele subspatii invariante sunt {0} si V. In

caz contrar, reprezentarea este numita reductibila.
Exercitiul 6.4 Reprezentarea liniara T : R — GL(R?) : t +— T(¢) unde
T(t) :R® — R3, T(t)(x,y,2) = (x cost —y sint, x sint + y cost, z)

este o reprezentare liniara reductibild a grupului aditiv (R, +) in R3.

Rezolvare. Subspatiul W = { (z,y,0) | z,y € R} C R3 este subspatiu invariant.
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Propozitia 6.11 Daca
T : G— GL(W\) st Ty : G — GL(V3)
sunt doua reprezentar: K-liniare atunci aplicatia
T:G— GLVi®Va),  T(g9)(x1,22) = (T1(g)x1, To(g)x2)

este o reprezentare K-liniard a grupului G in spatiul produs direct Vi & Vo, numita

suma reprezentarilor 177 si 1o, notata cu T @ Th.
Demonstratie. Avem
T(g192)(x1,w2) = (T1(g192)71, T2(9192)x2)
= (T1(91) Ti(g2)z1, Ta(g1) To(g2)2)
= T(g1)(T1(g2)x1, Ta(g2)z2) = T(91)T(92)(%1, 72). =

Propozitia 6.12 Daca

tii(g) - tin(g)
7:G— GL(n,K): g—T(g9) =
tn1(9) - tan(9)
ri(g) - T1k(9)
R:G— GL(k,K): g— R(g9) =
ria(g) o Tre(9)
sunt doud reprezentari matriceale atunci
tu(g) -+ tw(g) 0O 0 0
tn1(g) -+ tan(g) 0 0 0
TOR:G— GL(n+k,K): g
0 0 0 r11(9) r1k(9)
0 0 0
0 0 0 rmalg) - miklg)

este o reprezentare matriceald a lui G, numita suma reprezentarilor 7 si R.
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6.4 Reprezentari unitare si ortogonale

Definitia 6.13 O submulfime H C G este numita subgrup al grupului G daca

g eH

-1
- H.
g cH } 9192 €

Exercitiul 6.5 Fie V' un spatiu vectorial euclidian complex. Multimea trans-

formarilor unitare
UV)={A:V—V|({Ax,Ay) = (z,y), Vz,yeV}
este un subgrup al grupului GL(V') al tuturor automorfismelor lui V.

Definitia 6.14 Prin reprezentare unitara a grupului G in spatiul vectorial euclidian

complex V' se intelege un morfism de grupuri
T:G—UWV).
Observatia 6.3 Daca T : G — U (V) este o reprezentare unitara atunci

(T'(g)z,T(9)y) = (z,y), Ve,y eV, VgeQqG.

Exercitiul 6.6 Fie A € M,,(C) o matrice cu n linii si n coloane cu elemente

numere complexe si fie A* = A adjuncta ei. Relatiile
AA* =1, A*A=1, A~ = Ax
unde I € M,,»,,(C) este matricea unitate, sunt echivalente.
Definitia 6.15 Matricea A€ My, xn(C) este numitd matrice unitara daca
A*A=1
(conditie echivalentd cu A~ =A* si AA* =1).
Observatia 6.4 Dacd A este o matrice unitara atunci |detA| = 1. Intr-adevar

A*A=] = detAdetA*=1 = |detA|*=1.
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Teorema 6.16 Multimea matricelor unitare de ordinul n
Umn)={AecM,x(C)| A*A=1I}
are o structura de grup in raport cu inmultirea matricelor, iar
SU)={AcU(n)| detA=1}
este un subgrup al lui U(n).
Demonstratie. a) Produsul a doua matrice unitare A gi B este o matrice unitara
(AB)* (AB)=B*A*AB=B*B=1
si inversa unei matrice unitare A este o matrice unitara
A=A — (A = (A =A=(A"HL
b) Afirmatia rezulta din relatiile
det(AB) = detA detB,  det(A™!) = (detd) . a

Definitia 6.17 Prin reprezentare matriceala unitara a grupului G se intelege un
morfism de grupuri
T:G— U(n).

Exercitiul 6.7 Fie V un spatiu vectorial euclidian real. Multimea transformaérilor

ortogonale
OV)={A:V—V|(Az, Ay) = (z,y), Yo,y V}
este un subgrup al grupului GL(V') al tuturor automorfismelor lui V.

Definitia 6.18 Prin reprezentare ortogonala a grupului G in spatiul vectorial eu-

clidian real V' se intelege un morfism de grupuri

T:G— O(V).
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Observatia 6.5 Daca T : G — O(V) este o reprezentare ortogonala atunci

(T(g9)x, T(9)y) = (z,9), Ve,y eV, Vg eQqG.

Exercitiul 6.8 Fie A € M,,x,(R) o matrice cu n linii si n coloane cu elemente

numere reale si fie ‘A transpusa ei. Relatiile
AtA =1, PAA =1, A"t =14,
unde I € M,,»x,(C) este matricea unitate, sunt echivalente.

Definitia 6.19 Matricea A€ M, x,(C) este numitd matrice ortogonald daca
PAA=T

(conditie echivalentd cu A~ ='A si A'A=1).

Observatia 6.6 Daca A este o matrice ortogonald atunci detA € {—1, 1}.

Teorema 6.20 Multimea matricelor ortogonale de ordinul n
O(n) = {A € Mpsxn(R) | TAA=T }
are o structura de grup in raport cu inmultirea matricelor, iar
SO(n)={AcO(n)| detA=1}
este un subgrup al lui U(n).

Demonstratie. A se vedea demonstratia teoremei 6.16. »

Definitia 6.21 Prin reprezentare matriceala ortogonala a grupului G se intelege

un morfism de grupuri
T:G— O(n).
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6.5 Grupul rotatiilor. Reprezentari liniare

Propozitia 6.22

Demonstratie. Avem
. -1 . .
cost —sint . cost sint cost —sint
sint cost ~ |\ —sint cost /|’

. =1
sint cost

si
a f B24+6%2=1
(7 5>€SO(2) ) eB+y0=0
ad — By =1.

Din relatiile a? +v2 = 1 si 32 + 62 = 1 rezulta ca exista t, s € [0,27) incat

a B\ [ cost sins
v 6 ) \ sint coss

dar
aB+~v5=0 sin(t +s) =0 5=t
0= = b s) = = sau
ad — By =1. cos(t+s) = 1. AP

Exercitiul 6.9 Daca A € SO(3) atunci exista t € [0,27) si o matrice S € O(3)
astfel incat
1 0 0
ST1AS =1 0 cost —sint
0 sint cost

Rezolvare. Fie
ail a2 a3
A= a1 Q22 G923 S 50(3)
aszy a32 a33
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Matricea A este matricea in raport cu baza canonica a unei transformari ortogonale

A :R? — R3. Ecuatia caracteristici corespunzitoare este

2 a22 23 ailp ais ailp ai2
—)\3+(a11 —+ ago +a33))\ — + + A—det A=0
az2 ass asz1 ass a21 a2

Deoarece ‘A = A~!, adica

a2 423 | a12 a32 alz2 a2
a32 as3 a13 ass a13 a3
ailp ag1 asi
a1y G2 a; - | @21 a31 ail asi | ann a21
a3 as3 a13 ass a13 a3
a13 a3 ass3
a1 asi | a1 a3 ail a1
a2 Aas2 alz2 as2 alz2 a2

si det A = 1 rezulta ca A\ = 1 este valoare proprie a lui A. Fie e; un vector propriu

corespunzator cu ||lej|| = 1, adica Ae; = e;. Subspatiul vectorilor ortogonali pe e;
V={zcR| (z,e1) =0}
este un subspatiu invariant
xeV = (Az,e1) = (Azx, Aer) = (z,e1) = 0.

Daca {ez, e3} este o baza ortonormatda in V atunci B = {ej, ez, e3} este o baza

ortonormati a lui R? in raport cu care matricea lui A are forma

1 0 0
A=[0 a 3
0 ~ ¢
unde ? este o matrice ortogonald. Notand cu S matricea de trecere de la

baza canonica la baza B avem relatia

ail a1 asi
—1
S a2 az az | S
a13 a3 ass3

ST e)
I

1
0
0

= 0 O
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din care rezulta

a B
75’_1

b > € SO(2). Conform exercitiului anterior exista t € [0, 27)

1)
a B\ [ cost —sint
v 6 ) \ sint cost |’

Observatia 6.7 Matricea

o v (&%
ceea ce arata ca (

incat

1 0 0
0 cost —sint
0 sint cost

este matricea unei rotatii in jurul vectorului e; (vectorul propriu corespunzator val-

orii proprii A = 1). Grupul SO(3) este grupul rotatiilor spatiului tridimensional.
Exercitiul 6.10 Aplicatia SO(3) — O(R?) prin care matricei

air a2 a3

g=| a2 axn a3 | €SO(3)

azy as2 ass

i se asociaza transformarea ortogonald ¢ : R? — R3,
g(x1, 72, 73) = (a1171+a1272+0a1373, A2171+a22T2+a2373, az171+az2r2+a3373)

este o reprezentare ortogonala a grupului SO(3) in R3.
Exercitiul 6.11 Aplicatia

T:50(3) — GL(F(R?,C)) : g+ T(g)

unde
T(g) : F(R*,C) — F(R*,C),  (T(9)f)(z) = f(g 'x)

este o reprezentare liniars in spatiul vectorial complex F(R?,C) al tuturor functiilor

f:R®—cC.
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Rezolvare. Avem

(T(9192)f) () ((g192) ') = f(g5 g1 ')
(92 (91 '®)) = (T(g2) f) (91 ')

= (T(g1)(T(g2)/)(x) = (T(91)T(g2) f)(x)-

Exercitiul 6.12 Multimea de matrice

=f
=f

0(1,3) = {A€ GL4,R) | AL3' A= L3 }

unde
1 0 0 0
0 -1 0 0
hs=149 o -1 o0
0 0 0 -1

considerata impreuna cu inmultirea este grup (se numeste grupul Lorentz).

Exercitiul 6.13

SU(Z)Z{ ( —QB

Rezolvare. Avem

SR

) ’ a, BEC, Ial2+|ﬁ|2=1}

ay+pB5=0 v=-0
(: §>€SU(2) = —By+ad=1 = S d=a
o> + 6> =1 a? + |6 = 1.

Observatia 6.8 Grupul SU(2) admite parametrizarea

( ei(ﬂo'i'w)/z CcoS %9 iei(w_¢)/2 Sin %0 ) ‘ O S QD < 27T

SU(2) = 0<6<m

e iP=¥)/2gin 1g e (e t¥)/2 o5 10 —2r < <2r

cu proprietatea
( el t¥)/2 og 30 jelle=¥)/2gin 30 )

e i(P=¥)/25in 19 79/ 2 cos 10

elv/2 0 cos %9 isin %9 el¥/2 0
B 0 eip/2 isin %9 coS %9 0 e /2
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parametrii ¢, 6, ¢ fiind numiti unghiurile lui Fuler.

Exercitiul 6.14 Daca a,b € M, «,(K) atunci
tr (ab) = tr (ba).

Rezolvare. Avem

tr (ab) = Z(ab)n’ = Z Z a;j bj; = Z Z bjia;j = Z(ba)jj = tr (ba).

i=1 i=1j=1 j=14i=1 j=1

Observatia 6.9 Folosind baza canonici a lui R3, putem identifica grupul SO(3) cu

grupul de transformari
{A:R> — R3|detA =1, ||Az|| = ||z]|, Vz €R>}.
Propozitia 6.23 a) Spatiul matricelor antihermitice de urma nuld de ordinul doi
W ={ue& M) | u"=-u, tru=0}

este un spatiu vectorial real de dimensiune 3 §i

h . R?) — I/I/, h(x17[]327x3) _ ( 1$3‘ —XT2 + 171 >
T9 + 171 —1ixs
este un izomorfism cu proprietatea
||z||* = det h(x), Vo € R,

b) Aplicatia
n:SU(2) — SO(3) : g~ nl(g)

unde
n(g) : R> — R n(g)z=h" (gh(z)g")
este un morfism de grupuri cu nucleul

o=(5 9 ) J={(69) (3 5) )

Kern:{ geSU(2)
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Demonstratie. a) Avem

yo [t ?511 a2 + }512 CW — oy — lﬁn_ 12 + iB12 _
o1 + 1021 a2 41622 —a12 +if12 —ifn

b) Din definitia lui 7 rezulta ca

n(grg2)z = h=((91.92) h(zx) (91 92)*) = h™" (g1 g2 h(x) g5 g7)
= h™ (g1 h(h™ (g2 h(z) 93))97) = n(g1)(n(g2)x) = (n(g1) n(g2)).

Utilizand baza canonica a lui R? obtinem relatiile

ol/2 0 cosp —sinp 0
n . = | sinp cosp O
0 e ¥/? 0 0 1
cos %9 isin %9 1 0 0
o] ) =] 0 cosf —sinf
isin0 cos 30 0 sinf cosé

din care deducem ca detn(g) = 1. Deoarece
(gh(x)g*)" = g (h(2))" ¢" = —gh(z) g")* = g
(g h(2) %) = tr(g g° b)) = trh(z) = 0
In(g)zl* = det (g h(z) g*) = det h(z) = ||=[|*

rezultd ca n este un morfism de grupuri bine definit. Elementul g € SU(2) apartine

nucleului lui 1 daca si numai daca n(g)z = z oricare ar fi # € R3. Din relatiile

77(9)(17070) = (17030)’ 77(9)(0? 170) = (0’ 170)7 77(9)(07()’ 1) = (0307 1)

o 10 -1 0
sededucecagé{(o 1>, ( 0 _1>}..

Observatia 6.10 Prin morfismul n : SU(2) — SO(3) fiecare element al lui SO(3)
corespunde la doua elemente din SU(2) care difera doar prin semn, n(g) = n(—g).
Orice reprezentare liniara

T:SU©2) — GL(V)
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cu proprietatea T'(g) = T'(—g) definegte o reprezentare liniara a grupului SO(3).

Exercitiul 6.15 Aplicatia SU(2) — GL(C?) obtinuta asociind fiecarui element

_( o B
g—(_B d)eSU(Z)

transformarea
g:C* — C?, 9(z1,22) = (az1 + B2, —Bz1 + az2)

este o reprezentare unitara bidimensionald a lui SU(2).

Rezolvare. Avem (g1 g2)(21, 22) = g1 (92(21, 22)).

Exercitiul 6.16 Aplicatia 7' : SU(2) — GL(F(C?,C)) obtinutd asociind fiecarui
element g € SU(2) transformarea

T(Q) : ]—"((CQ,(C) - }"((CQ,C), (T(g)f)<21722) - f(g_l(zlsz))

este o reprezentare liniara a grupului SU(2) in spatiul vectorial complex al tuturor
functiilor f : C? — C.

b) Pentru orice n € N subspatiul vectorial al polinoamelor omogene de grad n

akGC}

este un subspatiu invariant al reprezentarii definite la punctul a).

{f C?—¢C, f(z1,22) = Zakzlz”k

Rezolvare. Inversul elemntului

este

si in cazul
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obtinem
(@) F) (s ) = (g~ o1, 22)) = 3 au(@zn — Beo)¥ (Ber + aza)™*,
k=0

Observatia 6.11 Se poate arata ca reprezentarile lui SU(2) induse in subspatiile &,
sunt reprezentari ireductibile gi ca ele sunt pana la o echivalenta toate reprezentarile
ireductibile ale grupului SU(2). Notand j = (n — 1)/2, adica n = 2j + 1, obtinem

n J , ,
flz,22) =) ay 2Kk = > ajm AT AT
k=0 m=—j

j
(T(9))(z1,22) = Y jm (@21 — Bz2)7 ™ (Bz1 + azg)’ ™

m=—j
Pentru fiecare element a € SO(3) exista exact doua elemente g, si —g, In SU(2)

incat a = n(gq) = n(—ga). Deoarece
(T(=9)f) (21, 22) = (=1)* (T(9)f) (21, 22)
in cazul in care j este intreg, relatia
SO(3) — GL(&j+1) : ar T(ga)

este o reprezentare ireductibila (2j + 1)-dimensionala a grupului SO(3) in spatiul

vectorial Egj41.



Capitolul 7

Algebre Lie si reprezentarile lor
liniare

7.1 Algebre Lie

Vom prezenta cateva elemente referitoare la algebre Lie si reprezentarile lor liniare.

Definitia 7.1 Fie K unul dintre corpurile R si C. Prin algebra asociativa peste

corpul K se intelege o multime A consideratd impreunda cu trei operatii

AxA:— A: (a,b)—a+b (adunarea)
KxA:— A: (a,a) — aa (inmultirea cu scalari)
AxA:— A: (a,b)— ab (inmultirea interna)

astfel incat A impreunda cu primele doud operatii este spatiu vectorial si
1) a(b+c) = ab+ ac, Ya,b,c € A;
2) (a+0b)e=ac+ be, Va,b,c € A;
3) a(bc) = (ab)c, Va,b,c € A;
4) afab) = (xa)b = a(ab), Va,be A, Va € K.

Prin dimensiunea algebrei A se intelege dimensiunea spatiului vectorial corespunzator.

Exercitiul 7.1 a) Multimea M,,x,(K) a tuturor matricelor patrate de ordinul n
considerata impreuna cu operatiile de adunare a matricelor, inmultire cu scalari si

produsul matricelor este o algebra asociativa peste K.

181



182 Complemente de Matematica

b) Daca V este un spatiu vectorial peste K atunci multimea £(V') a tuturor operato-
rilor liniari A : V' — V consideratd impreuna cu adunarea operatorilor, inmultirea

cu scalari si compunerea operatorilor este o algebra asociativa peste K.

Definitia 7.2 Fie K unul dintre corpurile R si C. Prin algebra Lie peste corpul K

se intelege o multime L consideratd tmpreund cu trei operafii

LxL:— L: (a,b)—a+b (adunarea)
KxL:— L: (a,a) — aa (inmultirea cu scalari)
LxL:— L: (a,b)+— [a,b] (crosetul)

astfel incat L tmpreund cu primele doud operatlii este spatiu vectorial si
1) |aa+ pb,c] = ala,c] + G[b, ], Va,b,c € L, Va,(8 €K;
2) la,b] + [b,a] =0, Va,b € L;
3) la,b],c] +[[b, c], a] + [[¢, al],b] =0, Va,b,c € A (identitatea Jacobi).

Prin dimensiunea algebrei Lie se intelege dimensiunea spatiului vectorial corespunzator.

Observatia 7.1 O algebra Lie L poate fi privita ca un spatiu vectorial L pe care

s-a definit o lege de compozitie interna suplimentara
LxL:— L: (a,b)— [a,b]
compatibila cu structura de spatiu vectorial.

Propozitia 7.3 a) Plecand de la orice algebra asociativa A se obtine o structurd

de algebra Lie pe A definind crosetul prin
[a,b] = ab — ba.

b) Algebra Lie peste K obtinutd plecand de la My xn(K) se noteaza cu gl(n,K).
¢) Algebra Lie peste K obtinuta plecand de la L(V') se noteaza cu gl(V).

Demonstratie. Avem
[aa+ (b, c] = (aa + Bb)c—c(aa + Bb)=a(ac — ca)+B(be — ¢b) = ala, c]+5[b, c]
[a,b] = ab — ba = —(ba — ab) = —[b, a]
[[a,b],c] + [[b, ], a]l + [[¢,a],b] = [(ab — ba), c] + [(bc — ¢cb), a] + [(ca — ac), b]
= (ab—ba)c—c(ab—ba)+(be—cb)a—a(be—cb)+(ca—ac)b—b(ca—ac) =0. =
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Definitia 7.4 Prinbaza a algebrei Lie L se intelege o baza {vi, va, ..., vy} a spatiului

L privit ca spatiu vectorial. Coeficientii ci-“j € K din relatiile

n
k
[vi, v] = Z Cij Uk
k=1
se numesc constantele de structura ale algebrei L referitoare la baza aleasd.

Observatia 7.2 Notand

0 0 0 0 0

| 0 0 0 0 0
ei=| 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

o --- 0 0 0 --- 0

(singurul element nenul este la intersecta dintre coloana 4 i linia j), orice matrice

admite reprezentarea

1 1 1

ar a3 ap

2 2 2 n

a1 a3 n | _ S el =l
- 2 R

ij=1
n n n
ay Gg ap

In cazul n = 2

al ad 10 0 1 0 0 0 0
:a% Jra% +a% +a%
a? a3 0 0 0 0 10 0 1

:a%e%ﬂ—a%e%%—a%e%—ka%e%.

=N

Propozitia 7.5 Algebra Lie gl(n,K), de dimensiune n?, admite baza
{63- | i,57€{1,2,....,n}} cu el ek ] =46

' ik _ s ok
Demonstratie. Avem e ey, = 0y, €;. »
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Definitia 7.6 Prin subalgebra Lie a algebrei L se intelege un subspatiu vectorial
L1 CL

astfel incat
a€ lq

be Ly } = [a,b] € L.

Observatia 7.3 Fiecare subalgebra Lie a unei algebre L are o structura de algebra
Lie.

Exercitiul 7.2 a) Multimea matricelor de urma nula
sl(n,K)={gegl(n,K) | trg=gi+gs+---+g,=0}

este o subalgebrd Lie de dimensiune n?—1 a algebrei gl(n, K).

b) Multimea matricelor antihermitice

u(n) ={gegl(n,C)| '‘g=—-g}

are o structura naturald de algebra Lie reald de dimensiune n?.

¢) Multimea matricelor antihermitice de urma nula
su(n) =u(n)Nsl(n,C) ={geculn) | trg=0}

are o structurd naturald de algebra Lie reald de dimensiune n? — 1.
d) Multimea matricelor stramb simetrice
on)={g€gl(nR)| 'g=~g}

v v v . v . . —1
are o structura naturala de algebra Lie reala de dimensiune n(n2 ),

e) Multimea de matrice

1 0 0 0 1 0 0 0

0 -1 0 0 0 -1 0 0
0(1,3)=¢ g€gl(4,R) | g o0 -1 0 | o o -1 0 9

0 0 0 -1 0 0 0 -1
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are o structura naturald de algebra Lie reala de dimensiune 6 (numita algebra Lie a
grupului Lorentz).
Rezolvare. a) Avem tr(a+b) =tra+trb, tr(aa)=atra,

trab:iabﬁzii ? i:zn:zn:biag’:i(ba)?:trba
k=1j=1 j=1k=1

k=1 j=1

si prin urmare, tr[a,b]=tr(ab—ba)=0, oricare ar fi a, b€ gl(n,K). O baza a algebrei
Lie sl(n,K) este

{et | k#jYu{ef—er | kef1,2,..,n—1} }.

b) Dacd a € R si a,b € u(n) atunci

t

(a) = ata = —(a),

flat+b)=ta+'b=—-a—b=—(a+b),
la,b] = t(ab — ba) = 'b'a —ta'b = ba — ab = —|a, b].

O baza a algebrei Lie u(n) este
{el—ef |k <jyuli(e+e) [k<jrufief | ke{1,2,..,n}}.
c) O baza a algebrei Lie su(n) este
{ei—e? |k <y }U{i(ei—ke?) lk<jlu{i(eF—e?) | ke{l,2,...,n—1}}.
d) O baza a algebrei Lie o(n) este
{el—ef | k<j}
e) Se obtine
0 m gy Q3
oq 0 a4 Qs

Q9 —O0y 0 Qg
a3 —Oa5 —Qg 0

0(1,3) = a1, ag, ..., ag €R

O bazi a algebrei Lie o(1,3) este { e3+ed, ef+ed, el +el, ef—el, e2—e3, e —ed 1.
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Definitia 7.7 Fie G C GL(n,K) un subgrup. Prin subgrup cu un parametru al

grupului G se intelege un morfism de grupuri
g:R— G
adica o aplicatie astfel incat
g(t+s)=g(t) g(s), Vt,s € R.
Exercitiul 7.3 Oricare ar fi matricea a € gl(n,K) aplicatia
g:R— GL(n,K), g(t) = e

este un subgrup cu un parametru al lui GL(n,K) astfel incat

dg

atV=a

(a poate fi privit ca fiind “generatorul infinitezimal” al subgrupului considerat).

Rezolvare. Tinand seama de definitia exponentialei unei matrice obtinem

gt +5) = ellF92 = ¢laesa — g(1) g(s), %et“ = ae™.
Observatia 7.4 Daca matricea A € M,,«,(K) este diagonalizabila atunci exista o
matrice inversabila S € M, (K) si A1, Ao, ... , A, astfel incat
M O oo 0
A g1 0 X - 0 5
0 0 - A\

relatie din care rezulta tr A = Ay + Ao + ... + A, si egalitatea

eM 0 ... 0
A2
O IR K
0 0 et

care conduce la
det e — eritdetoHAn _ otrAd
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tr A

Se poate arita ci relatia dete? = e are loc pentru orice matrice A.

Exercitiul 7.4 a) Daca
g:R — SL(n,K)

. d
este un subgrup cu un parametru, atunci 52(0) € sl(n, K).

b) Daci a € sl(n,K) atunci €' € SL(n,K), oricare ar fi ¢ € R si aplicatia
g:R— SL(n,K), g(t) = et
. Aap d
este un subgrup cu un parametru al lui SL(n,K) astfel incat 37 (0) = a.

Rezolvare (cazul n=2). Daca

g11(t)  g12(t)
g:R— SL(n,K), g(t) = ( )
g21(t)  g22(t)

este un subgrup cu un parametru atunci

—1, VteR

g11(t)  g12(t) ‘

g21(t)  g22(t)

Derivand aceasta relatie obtinem egalitatea

g11(t)  gia(t) g11(t)  gi2(?)
+ =0, Vt €R

g21(t)  g22(t) g1 () g3a(t)

care In cazul t = 0 devine
911(0) 9/12(0) 1 0 ‘
+ =0
0 1 951(0)  g5(0)
adica 4
g
tr 7 (0) = 911(0) + 925(0) =

Exercitiul 7.5 a) Daca
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. d
este un subgrup cu un parametru, atunci §7(0) € u(n).

b) Daci a € u(n) atunci e!® € U(n), oricare ar fi t € R si aplicatia
g:R—U(n), g(t) = e
. soard
este un subgrup cu un parametru al lui U(n) astfel incat §7(0) = a.

Rezolvare. Daca g : R — U(n) este un subgrup cu un parametru atunci
gt)'gt) =1  VteR.

Derivand aceasta relatie obtinem egalitatea

o) g(0) + (1) 5'5() =0

care In cazul t = 0 devine

£g
Exercitiul 7.6 a) Daca
g:R— SU(n)

. d
este un subgrup cu un parametru, atunci §7(0) € su(n).

b) Daci a € su(n) atunci e'® € SU(n), oricare ar fi t € R si aplicatia
iR — SUM),  g(t) = e
. soard
este un subgrup cu un parametru al lui SU(n) astfel incat §7(0) = a.

Exercitiul 7.7 a) Daca
g:R— O(n)

este un subgrup cu un parametru, atunci %(0) € o(n).

b) Daci a € o(n) atunci e'® € O(n), oricare ar fi ¢t € R si aplicatia
g:R—O(@m), glt)=c"

. A A d
este un subgrup cu un parametru al lui O(n) astfel incat 37(0) = a.
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7.2 Reprezentari liniare

Definitia 7.8 Fie L o algebrd Lie peste K si L' o algebrd Lie peste K', unde cor-
purile K ¢i K' apartinind lui {R, C} sunt astfel incit K C K'. Prin morfism de

algebre Lie de la L la L' se intelege o aplicatie liniard A : L — L' cu proprietatea
A(la, b)) = [Aa, Ab], Va,b e L.

Definitia 7.9 Spunem ca algebrele Lie L si L' peste acelasi corp K sunt izomorfe

dacd existd un morfism bijectiv de algebre Lie (numit izomorfism) A: L — L'.

Propozitia 7.10 Daca algebrele Lie L si L' peste acelasi corp K si de aceeasi di-
mensiune au in raport cu doud baze {e1, e, ...,en} si respectiv {€],€h, ..., el } aceleasi

constante de structurad
n n
_ k I k 7
lei,e;] = Z Cij Cks le;, €3] = Z Cij €k
k=1 k=1
atunci ele sunt izomorfe.

Demonstratie. Aplicatia A: L — L', Aej = 69, adica
n n

A(Z a;e;) = Z a; e

i=1

=1

este un izomorfism de algebre Lie. Ea este, evident, liniara, bijectiva si

A[a, b] = A [Z?:l a; €;, Z;‘l:1 bj ej} = ZZ]’:I a; bj A[ei, €j]
= EZ]’:I aibj >k—q C%Aek = ZZJ':1 aibj >k—q cfje;c

2]-:1 a; bj [eg, 63] = ZZj:l a; bj [Aei, Aej] = [Aa,, Ab] ]
Propozitia 7.11 Algebrele Lie reale 0(3) si su(2) sunt izomorfe.

Demonstratie. Algebra Lie o(3) admite baza

2 _ 3 3_ 1 1_ 2
{o1=e€3—¢€3 op =€ —e3 03=¢3—¢€1}
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cu
[01, 02] = 03, [02, 03] = 01, [03,01] = 02

iar algebra Lie su(2) baza

i 1 i
{ur = —5 (et —€3), up = —5(e3 —ef), us = —;(e3 +ei) }
2 2 2
cu
[ul,uQ] = us, [’LLQ,’LLg] = Uui, [u;:,,uﬂ = U2. =

Definitia 7.12 Prin reprezentare liniara a algebrei Lie L in spatiul vectorial com-

plex V' (numita i reprezentare C-liniard) se intelege un morfism de algebre
0: L — gl(V),
adica o aplicatie liniara cu proprietatea
o([a,b]) = o(a) 0(b) — 0(b) 0(a),  Va,b€ L.
Exercitiul 7.8 Daca L este o algebra Lie complexa atunci aplicatia
0: L —gl(L):aw ofa)

unde

o(a): L — L, o(a)x = [a, ]

este o reprezentare liniara a algebrei L in spatiul L, numita reprezentarea adjuncta.

Rezolvare. Aplicatia g este bine definité
o(a)(azw + By) = [a, ax + By] = ala, ] + Bla, y] = a e(a)z + B e(a)y
liniar
o(aa + Bb)x = aa + Bb, 2] = ala, 2] + B[b, 2] = ( o(a) + B o(b))x
si din identitatea Jacobi rezulti
o(la, b))z = [[a,b], 2] = —[[b, 2], a] — [[z,a],b] = [a, [b, 2]] — [b, [a, z]]
= o(a)(e(b)z) — o(b)(e(a)x) = (o(a)o(b) — o(b)o(a))z = [o(a), o(b)]x.
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7.3 Reprezentari ireductibile

Definitia 7.13 Fie o : L — gl(V') o reprezentare liniara a algebrei Lie L in V.

Spunem ca subspatiul vectorial W C V' este invariant fatd de ¢ dacd
o(a)(W)CW,  VaclL

adica daca
zeW

wel } = o(a)zr € W.

Definitia 7.14 Spunem ca reprezentarea liniarda o : L — gl(V') este o reprezentare
ireductibila daca singurele subspatii invariante sunt {0} si V. In caz contrar, reprezentarea

este numita reductibila.

Propozitia 7.15 Fie Ly, Lo doud algebre Lie izomorfe, ¢ : L1 — Lo un izomor-
fism de algebre Lie. Daca
02 : Ly — gl(V)

este o reprezentare liniara a algebrei Lo atunci
01: L1 — gl(V), o01(a) = 02(p(a))

este o reprezentare liniarda a algebrei Lie Ly in V. Reprezentarea o1 este ireductibila

daca st numai daca reprezentarea oo este ireductibila.

Demonstratie. Avem

or(aa+ Bb) = oa(p(aa + Bb)) = ea(ap(a) + B ¢(b))
= aga(p(a)) — Boa(p (b)) = aei(a) — Boi(b)

o1([a,b]) = 0a(p([a, b)) = e2([v(a), ¢(D)]))
= [o2(p(a), 02((b))] = [e1(a), e1(b)]-

Daca W C V este un subspatiu vectorial atunci avem

reW = p(a)r €W, Va € Ly
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daca si numai daca
zeW = pi(a)r = pa(p(a)) € W, Va € Ly.

Observatia 7.5 Cunoasterea reprezentarilor ireductibile ale algebrei Lie 0(3) este

echivalenta cu cunoagterea reprezentarilor ireductibile ale algebrei Lie su(2).

Exercitiul 7.9 Daca S : V; — V5 este un izomorfism de spatii vectoriale si
02 : L — gl(Va)
este o reprezentare liniara a algebrei Lie L in spatiul vectorial V5 atunci
o1: L — gl(V1), o1(a) = S oy(a) S

este o reprezentare liniara a algebrei Lie L in spatiul vectorial V.
Reprezentarea g; este ireductibila daca gi numai daca g2 este ireductibila.

Rezolvare. Avem
o1(aa+Bb) =S""ox(aa+pb)S
=aS " oa(a) S+ 55 02(b) S = oi(a) + B o1(D)
o1 ([a,b]) =S 02([a,b]) S = S~ (e1(a) 01(b) — 01(b) 01(a)) S~*
= S02(a) S S 02(b) S — 871 02(b) S S 02(a)) S
= 01(a) 01(b) — 01(b) e1(a) = [o1(a), 01(b)]-

Subspatiul W C V] este invariant daca si numai daca S(W) C V3 este invariant. Daca

subspatiul S(W) este invariant, adica
ye S(W) = o(a)yc S(W), Vacl

atunci
reW = oi(a)z=S""10(a) Sz eW, Va € L.

Deoarece g2(a) = So1(a)S™!, din

zeW = pi(a)zr e W, Va € L
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rezulta

Sz e S(W) = pa(a)Sz = Spi(a)xr € S(W), Va € L.

Definitia 7.16 Spunem ca reprezentarile liniare
o1: L—gl(Vi)  si 02: L —gl(V2)

sunt echivalente daca exista un izomorfism liniar S : Vi — Vo astfel incat

01(a) =S os(a) S (7.1)
adica daca diagrama
Vi al Ly,
S S
2 a0y,

este comutativa oricare ar fi a € L.
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7.4 Reprezentarile algebrelor sl(2,c), su(2) si o(3)

Exercitiul 7.10 Sa se arate ca matricele

1/1 0 0 1 0 0
(]ngf s a — , a_ =
2\ 0 —1 - 00 10

formeaza o baza a algebrei Lie complexe si(2,C) si
las, ax] = *ax, lat,a-] =2a3.

Daca

este o reprezentare a algebrei Lie sl(2,C) in spatiul V atunci operatorii liniari
Az =o(a3), Ay =olay), A =oa-)

verifica relatiile
[As, Ay = £ A, [Af, A_] =2 As.

11 (012
( ) S MQXQ((C)

Qo1 Q2

Rezolvare. Matricea

apartine algebrei Lie sl(2,C) daca si numai dacd aq1 + age = 0. Dar in acest caz

a1 a12
=2a1103 + 1204 + 10— .
21 —O11

Deoarece g este morfism de algebre Lie obtinem
(A3, Ax] = [0(a3), o(ax)] = o([as, a+]) = o(+ar) = £o(ar) = £Ax

(A, ALl = [olas), o(a)] = o([as,a_]) = o(2as) = 20(as) = 2 As.
Propozitia 7.17 Daca
0:sl(2,C) — gl(V)

este reprezentare ireductibild de dimensiune n=2j+1 atunci exista v=£0 astfel incat
Asv = ju si Ayv=0

unde Az = o(as), Ay = o(ay).
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Demonstratie. Operatorul liniar Az : V' — V admite cel putin o valoare proprie

A € C. Fie ¢y € V un vector propriu corespunzator, adica Asxg = Azg. Deoarece
As(Asmy) = (AsAy)rg = (AyAs + Ap)zg = ApAszo+ Arxg = (A + 1) Az
rezulta ca vectorul 1 = A;xq verifica relatia
Az = (A + 1)xy.
Similar, din
As(Aizxy) = (AsAy)ry = (AyAs+ A )z = ApAser + Ay = (A +2)Aco
rezultd ca vectorul zo = A, x; = (A )%z verifica relatia
Asxo = (A + 2)xo.
Se poate astfel arata ca toti vectorii din girul
z0, w1 =Asmy, z2= (A1) w0, m3=(A4)%z0,

verifica relatia
A3J}k = ()\ + k):l)k

Vectorii nenuli din acest sir sunt vectori proprii ai lui Az si deoarece corespund la
valori proprii distincte ei sunt liniar independenti. Spatiul V fiind finit dimensional,
rezulta ca sirul zg, x1, T3, ... poate contine doar un numar finit de vectori nenuli,
adica existd x; # 0 cu ;41 = Apx; = 0. Alegdnd v = z; avem Av = 0. Fie girul
de vectori
wo =v, w1 = A_'U)(), w2 = (A—)2w07

Avem

Aswg = (}\ + l)’wo

Aswy = Ag(A,wo) = (AgA,)wo = (A,Ag — A,)wo = ()\ +1— 1)11)1

A3w2 = Ag(A_wl) = (A3A_)w1 = (A_Ag — A_)w1 = (/\ +1— 2)11)2

si in general

Aszwy, = ()\ +1— k)wk.
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La fel ca mai sus se arata ca sirul wg, w1, ws, ... contine un numar finit de termeni

nenuli, ca existd wy, # 0 cu Wy+1 = A_w,, = 0. Deoarece

Apwr = Ap(A_wo) = (A A )wo = ([A+, A_] + A_A )y
=2 Aszwy = (2X\ + 21)wo

Avws = Ap(Awn) = (As A ywr = ([As, A]+ A- Ay )un
=(2A3+A_ A )w; =2(A+1— 1wy + (2N +20) A_wy
= 2(2\ + 21 — 1w

Arwg = A4 (Awg) = (A A Jwr = ([A4, A_]+ A_Aw,
= (243 + A_AD)wy = 2N +1 = 2)wy + 22X + 21 — 1) A_w;
=32\ + 20 — 2)wy

si in general

Avwp = k(22X + 21 — k)wg—q

subspatiul

W = (wog, wi, ..., W)

generat de vectorii liniar independenti wg, w1, ..., wy, este invariant fata de actiunea
operatorilor A3, Ay si A_. Reprezentarea p fiind ireductibila trebuie ca W =V i
deci n = m + 1. Matricea operatorului As in raport cu baza {wq, wy, ..., Wy} este

matricea diagonala

A+l 0 0 0
0 A+l-1 .- 0 0
0 0 s A+l-m+1 0
0 0 0 A+l—m

Pe de alta parte din relatia [A4, A_] = 2 A3 rezulta ca
1 1
trds = §tr([A+,A_]) =3 (tr(A4, A-) —tr(A_AL)) = 0.

Deducem ca
A+D+A+1-1)+---(A+1—m)=0
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adica
(m+1)(A+1) —

Deoarece n = m + 1, rezulta ca

m
Apl=" 2

+ 2
si notand j = (n —1)/2 obtinem A3v = jv.

Propozitia 7.18 Daca
0: Sl(2,(C> - gl(V)

este reprezentare ireductibild de dimensiune n=2j+1 si v # 0 este astfel incat
Asv = jw, Ajv=0

atunci sistemul de vectori
{U,j, V—j+1y -5 U5 }

definit prin relatiile

vi=v,  Av= /G +1) —k(k—1) vy

este 0 baza a lui V' astfel incat

Asvp =kvg,  Ayop = \/j(j +1) = k(k+1) vg41.
Demonstratie. Deoarece
jG+1)—kk—-1)=0 = k=—j sau k=j+1
rezulta ca exista constantele nenule cq, ca, ... , co; astfel incat
Vj =W, Vj—1=ClWi, Vj_2=CW2, .. U_j=C;W2;

unde {wp, w1, ..., wy;} este baza lui V' obtinuta in demonstratia propozitiei prece-

dente. Deoarece Aswy = (j — k)wy rezulta cd Asvg = kvg. Din relatia

A_vy = /§(G+1) = §(G~1) vjm1 = V2 vj1
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rezulta ) .
A+7}j_1 = \/727 A+A_Uj = \/T—J(A_A+ + 2A3)’U]
= 75 2jv = V2jv; = Vi +1) = (-1)jv;.

Presupunand ca Ayvp = v/j(j + 1) — k(k + 1) vg41 obtinem

Ayvp_q A+A_’Uk = (A_A+ + 2A3)vk

_ 1 1
VG —k(k—1) G(G+1)—k(k—1)

= m (\/j(j +1) —k(k+1)A_vg1 + 2A3Uk)

S S . B
= oo (WU D —k(k+1) +2k) v

= ViG+D) = (k=1 vg. =

Teorema 7.19 a) Oricare ar fin€{0,1,2, ...}, oricare ar fi spatiul vectorial complex

V' de dimensiune n=2j+1 si oricare ar fi baza {v_;, v_j+1, ..., vj } a lui'V aplicatia
0: Sl(2,(C> - gl(V)

definita prin relatiile

Az v = kg, Ap v, = \/j(j—l—l)—k‘(k‘:tl) V41 (7.2)

unde Az=op(a3) si Ax=p(a+), este o reprezentare ireductibila a algebrei Lie sl(2,C).
b) Reprezentarile (7.2) care au aceeasi dimensiune sunt echivalente.
¢) Reprezentarile (7.2) sunt pana la o echivalenta toate reprezentarile ireductibile

finit dimensionale ale algebrei Lie sl(2,C).
Demonstratie. a) Avem
[As, Aylop = (AsAs — Ay Az
=(k£D)Vi(G+1) —k(k £ 1) veer — kVj(G +1) — k(k £ 1) vea
=+i(G+1) —k(k+t1)vpe = +ALvg

[Ay, AJop = (A4 A — A_AL )y
=ViGG+1) —k(k—1) Ay —Vi(G+1) —k(k+1) A vy
=G +1) = k(k = 1)vop — (G + 1) — k(k + 1)) vp =2k v, = 2 Az0y,
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ceea ce arata ca relatiile (7.2) definesc o reprezentare a algebrei Lie si(2,C). Fie
W # {0} un subspatiu invariant si fie
T=T_jU_j+T_j1V—jy1+ - +xiv; €W
un vector nenul fixat. Cel putin unul dintre coeficientii lui = este nenul. Fie
E=min{ |z #0}

Din (7.2) rezulta ca
(ALY e = cu;

unde c este o constanta nenulda. Deoarece W este invariant, din relatia precedenta

rezulta ca v; € W si apoi ca vectorii
A_Q)j, (A_)ij, (A_)B’Uj, cer g (A_)ijj
care coincid pana la inmultirea cu anumite constante nenule cu vectorii
Vj-1, Vj-2, ceey Uy

apartin lui W. Rezulta astfel ca orice subspatiu invariant nenul W coincide cu V.
b) Daca
0:5(2,C) — gl(V), & :sl(2,C) — gl(V')

sunt doua reprezentari liniare de dimensiune n = 25 + 1 si
{v_j, v_j1, oy v ) {v'_j, v’_jﬂ, s vé}
bazele corespunzatoare atunci
S:V—V, Svg = vy,
este un izomorfism liniar si
o(a) =St (a) S, Va € sl(2,C).

c¢) Afirmatia rezulta din propozitiile 7.17 si 7.18.
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Propozitia 7.20 Daca
or: L—gl(V1),  02:L—gl(V2)
sunt reprezentari liniare ale algebrei Lie L, atunci aplicatia
01D 02: L — gl(V1 & V2)

definita prin relafia
(01 ® 02)(a) (w1, w2) = (01(a)z1, 02(a)z2)

este o reprezentare liniard (numitd suma directd a reprezentarilor g1 si 02) in
VieVo={ (r1,22) | 1 € Vi, 22 € Vs }.

Demonstratie. Aplicatia o1 @ o2 este liniara

(01 @ 02)(aa + Bb) = a(o1 © 02)(a) + B(o1 D 02)(b)

(01 ® 02)([a, 0]) (w1, z2) = (01([a, b)) w1, 02([a, b])z2)
= ([e1(a), 01(b)]1, [02(a), 02(b)]x2)
= (01(a)o1(b)z1 — o1(b)or(a)z1, 02(a)o2(b)w2 — 02(b)02(a)z2)
= (01 ® 02)(a) (01(b)z1, 2(b)x2) — (01 ® 02)(b) (01(a)z1, 02(a)z2)

= [(01 ® 02)(a), (01 ® 02)(b)] (1, 22). =

Observatia 7.6 In teorema 7.19 am descris reprezentarile ireductibile ale algebrei
Lie sl(2,C). Se poate arata ca orice reprezentare liniara finit dimensionala a algebrei

Lie sl(2,C) este o suma directa de astfel de reprezentari.

Propozitia 7.21 Fie L o algebra Lie reald. Definind pe complexificatul spatiului
vectorial L

‘L={a+id |a,d €L}
crosetul

[a+id,b+ibt]=la,b] —[d, V] +i([a,b]+ [d,b])

obtinem o algebra Lie complexd numitd complexificata algebrei Lie reale L.
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Demonstratie. Prin calcul direct se arata ca
[(a+id)(a+id") +(B+18)(b+1ib'), c +ic]
= (a+id)[a+1id, c+id]+ (B+ip)[b+ 1V, c +ic]
[a+id, b+ ib] = —[b+ib/, a+id]
[la+id, b+1iV], c+id] +[b+ 1V, c+id], a +1id]
+e+id, a+id], b+ib/] = 0.
Propozitia 7.22 a) Daca L este o algebra Lie reala si daca
0:L—gl(V)
este o reprezentare liniara (in spatiul vectorial complex V') atunci
0:L—gl(V),  ola+id)z=o(a)r+ie(d)x

este o reprezentare liniard.

b) Reprezentarea o este ireductibila dacd si numai dacd o este ireductibild.
Demonstratie. a) Se arata prin calcul direct ca g este aplicatie C-liniara

o((a+id)+ (b+1ib)) = o(a +id’) + o(b +ib')

o((a+if)(a+1id)) = (a+iB) o(a +id’)
sica

o([a+id, b+iV]) = [6(a +id’), a(b +ib)].
b) Daca W C V este astfel incat
reW = ogla)reW
oricare ar fi a € L, atunci
reW = jla+id)z=o(a)z+ig(d)reW

oricare ar fi a + ia’ € L. Invers, daca

reW = pla+id)zeW
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oricare ar fi a +ia’ € ©L, atunci
zeW = pla)r=0p(a+i0)zeW

oricarear ia € L. =

Observatia 7.7 L poate fi identificatd cu o submultime a lui ©L folosind aplicatia
L —CL: a—a+i0.

Mai mult,
[a, b] = [a + 10, b+ i0], VYa,b € L.

Daca {b1, b, ...,b,} este o baza a algebrei Lie reale L,
L={oa1bi+aby+---+a,b, | €ER}

atunci {by, ba, ..., b, } este in acelasi timp baza a algebrei Lie complexe L,
CL={a1by+asby+--+anb, | a; €C }.

Propozitia 7.23 a) Daca
0: L — gl(V)

este o reprezentare liniard a complezificatei algebrei Lie reale L atunci
olr: L—gl(V),  olc(a)r = o(a +i0)z

este o reprezentare liniara a lui L.

b) Reprezentarea o|r este ireductibila daca si numai daca o este ireductibild.
Demonstratie. a) Aplicatia g|r este R-liniara
olr(a+0b) = o(a+b+1i0) = o(a +1i0) 4 o(b +10) = o|z(a) + 0| (b)

olz(aa) = o(aa +i0) = ap(a +i0) = alz(a)

olz(la,0]) = o([a,b] +10) = o([a + 10, b +i0])

= [o(a +10), o(b +10)] = [o|L(a), 0| L(b)].
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b) Daca W C V este astfel incat
reW = ola+id)zeW
oricare ar fi a +ia’ € L, atunci
zeW = plr(a)r=90(aa+i0)z € W
oricare ar fi @ € L. Invers, daca
reW = o|p(a)xeW

oricare ar fi a € L, atunci
reW = pla+id)r =p(a+i0)z
= o((a+10) + (0 +1) (' +10) )z
= o(a+1i0)z +ip(a’ 4 i0)x
= olr(a)z +iglp(a)z € W
oricare ar fi a +ia’ € “L. u
Propozitia 7.24 Complezificata ©su(2) a algebrei su(2) este izomorfd cu sl(2,C).

Demonstratie. Algebra Lie reala su(2) admite baza

i 1 i
(i = —2(eh = d), wr=—L(eh— ), uy =~ (e} + D)

cu

[u1, ug] = us, [u2, ug] = u, [ug, ui] = uz

iar algebra Lie complexa sl(2,C) baza

1
1_ .2 2 1
{ as = 5(61 —€3), ay =€, a- =€

cu

las,a+] = tax, [at,a_] = 2ag.
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Aplicatia C-liniard A : “su(2) — sl(2,C) definitd prin

1 .
Aup = —iag, Aug = B (ay —a-), Auz = _% (a4 +a-)

este un izomorfism de algebre Lie deoarece

[Auy, Aug] = [—iag, 1(ay — a_)} = —1lag,ay] + 1 a3, a_]

— 7% (a++a7) :Aung[UhuQ]

[Auz, Aug] = [} (ay —a), =5 (a4 +a)| = =1 ([ay, ]~ [a-,a4))
=—Slay,a-] = —iag = Auy = Afug, us]

[Aug, Auq] = {—% (ay +a-), —iag} = —3lay,a3] —  [a—, as]
=—1ay—Sa_ = Auy = Aluz, ui). =

Observatia 7.8 Din propozitia 7.23 rezulta ca descrierea reprezentarilor ireductibile
ale algebrelor Lie izomorfe o(3) si su(2) este echivalenta cu descrierea reprezentarilor
ireductibile ale algebrei Lie complexe Ssu(2).

Pe de alta parte, din propozitiile 7.15 si 7.24 rezulta ca descrierea reprezentarilor ire-
ductibile ale algebrei Csu(2) este echivalent cu descrierea reprezentarilor ireductibile

ale algebrei sl(2,C), reprezentari descrise in teorema 7.19.

Propozitia 7.25 Plecand de la orice algebra Lie complexd L se poate obfine o al-

gebra Lie reala Ly prin restrictia scalarilor si
dimgp Ly = 2dimcL.

Observatia 7.9 Alegand baze adecvate, se poate arata ca algebra Lie reala sl(2,C)g
obtinuta din si(2,C) prin restrictia scalarilor este izomorfa cu algebra Lie o(1,3) a

grupului Lorentz.
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